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Problème 1 

Pour tout *INn on considère la fonction f définie sur  0;  par :    3 1 1nf x x n x     

et la fonction  définie sur  0;1  par :   21
x x

x
     

Partie 1 

1) a) Montrer que   réalise une bijection de  0;1 vers  0; . 

    b) Montrer que l'équation  x x  admet une solution unique  dans l'intervalle  0;1 . 

    c) Montrer que :      2
; 0;1x y   ;     2x y x y     

2) on considère la suite  nu définie par :
 

   
0

1

1

0;

INn n

u                         

u u     n 



 

  





 

a) Montrer que :  INn   ; 0nu >  , 

b) Montrer que :  INn    ; 1

1

2
n nu u      

c) Déduire que  nu est convergente et préciser sa limite.  

 

Partie 2 

1) Montrer que l'équation   0nf x  admet une solution unique n dans IR et que :  0;1n    

2) a) Montrer que la suite  
INn n




est décroissante puis déduire qu'elle est convergente. 

    b) Vérifier que : 0 lim 1n
n

<


  

3) a) Montrer que : *INn  ;
1

0
1

n< <
n




puis calcule lim n
n




 ;  lim n
n

n


et  lim n
n

n


 

    b) Montrer que:   1n n    puis retrouver encore lim n
n




 

Partie 3 

1) Montrer que :   2N; Ip q   ; 
2 2 1

q p

p q

p p q p

 q  p 
 

   








  

2) Montrer que :   2N; Ip q   ;    0 p q q pp q<  pq           

3) Montrer que :  INn  ; 1

1
0

1
n n

n
    


 

On o pose : 
1

1

1

n

n

k

S
k

 
  

 
  

montrer que :  INn  ; 1n n nS      
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Problème 2 

Partie 1 

Soit la fonction définie sur 0;
2

 
 
 

 par :   23 tanf x x   

Et  C sa courbe représentative dans un repère orthonormé ; ;O i j . 

1) a) Montrer que f est continue sur 0;
2

 
 
 

 et dérivable sur 0;
2

 
 
 

. 

b) Etudier la dérivabilité de f à droite de 0.  

c) calculer  f x pour tout 0;
2

x
 

 
 

 

2) a) Montrer que f réalise une bijection de 0;
2

 
 
 

vers  0;  (on ne demande pas de    

     calculer  1f x
) . 

b) calculer 
4

f
 
 
 

et
3

f
 
 
 

 puis tracer  C  et  C la courbe représentative de 1f  dans 

le même repère orthonormé ; ;O i j . 

c) prouver que  1 2
4

f >
 puis déduire que  1 2 1f >

 

3) a) Montrer que 1f  est dérivable sur  0; et calculer    1f x 
 

b) Montrer que 1f  est dérivable à droite en0 . 

c) calculer : 
 1

1

4lim
1x

f x

x





 
 

 
 

 

 

Partie 2 

1) a) Montrer que :   0;x    ;  1 2 1

2 2

1
f x f

x

   
  

 
 ; puis déduire que : *INn   

 1 1

2

1
f n f

n

   
  

 
 

    b) Montrer que : *INn     1;2;.....;k n   ;      1 1 1 2f n f n k f n     

2) on considère la suite  
INn n

u


définie par : 1

1

1 1

1

n

n

k

u f
n n k






 

 
 
 

   

a) Montrer que :  *INn   ; 1 11 1

2
nf u f

n n

    
    

   
 

b) Déduire lim n
n

u


 

Partie 3 

Soit h la fonction définie sur  1;   par :    1 1h x f x   
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1) Montrer que :   1;x     ;  0
5

3
h x   

2)  a) Montrer que l'équation  h x x admet une solution unique  dans 1;  .  

 b) prouver que: 0
5

3
   . 

3) on pose: 

   

0

1

4

3

INn n

v                              

v h v     n



  







 

a) Montrer que :  INn   ; 
5

1
3

nv   

b) Montrer que : 
5

1;
3

x
  
   

  
 ;  

4

5
h x    

 c) Montrer que :  INn   ; 1

4

5
n nv v           ; puis calculer lim n

n
v


. 
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