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Devoir surveillé n°3 2éme semestre 2éme Bac SM

Logarithme Néperien

E

Exercice 01 : (5,5 points)

k
(-1
On considére la fonction f, définie sur R*par : f (x)=e™ —Z( ) x“ OuneN,

1)- a)- Justifier que : (VXER+) f. (X)=—f (x) .

! Tn+l

b)- Montrer par récurrence que : (VX S R+), fon (X)

IA
o
IA
—
N
S
i
—~
>
~—

no(_ k
2)- Soit (S, ) _ lasuite définie par : (VneN),S, = ( kll) .
k=0 .

Etpourtout ne N ,Onpose: u, =S, etv. =S, ..
a)- Montrer que (u,) _ et (v,) _ sontadjacentes . Que peut-on conclure ?

1 . s .
b)- Montrer que : (YneN),v, <=<u, . Puis en déduire la limite commune des
e

suites (u,) et (v,) .

3)- Montrer que : (VneN'),|s, _1

e

<

1 : A :
= . Puis en déduire que la suite (S, ) _ est
n S

convergente en précisant sa limite.

Exercice 02 : (14,5 points)

X

2X.e
e2x

I- Soit f la fonction définie sur Rpar : f(0)=1et f(x)= Six=0 .

1)- a)- Etudier la parité de f .
b)- Montrer que f est continue sur IR .
c)- Calculer lim f (x) . Puis interpréter géométriquement le résultat.

X—>—0

2)- a)- Montrer que f est dérivable sur R™ et que :
_2e"9(x)

Rl

b)- Montrer que : (VX S R“), g(x) < 0.Puis déduire la monotonie de f surR".

(‘V’XER*+),f'(X) ot g(x)=(1-x)e*™ —(1+x).

c)- Dresser le tableau de variation de f en justifiant votre réponse.
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3)- a)- Vérifier que : (VXER*+), f();)_lz (UX(X)X) Ot u(x)=2x—e"+e™.
x(e* —e

b)- Justifier que la fonction u’est décroissante sur R".
c)- Montrer en utilisant le theoréme des accroissements finis que :

o) 001001
e‘—e X
d)- En déduire que f est dérivable a droite en O et préciser f, (0)

4)- Construire la courbe (Cf )dans un repere orthonormé.
5)- a)- Montrer que : (Vn € N"‘)(El!an € R*), f(a,)=n.(a, )2 :
b)- Montrer que la suite (an )neN* est décroissante , Puis en déduire qu'elle est

convergente .
c)- Montrer que lim a, =0 , Puis en déduire que lim \/ﬁ.an =1.

N—+o N—+o0

I1- On considere la fonction G définie sur Rpar : G(0)=1et G(x)= F E(X) ,Six#0.

Ou F est la fonction primitive de f sur R telle que : F(0)=0.

1)- a)- Montrer que G est continueen 0 .
b)- Montrer que G est paire ( On pourra étudier la parité de F).

2)- a)- Montrer que : (VX S R“), f(x)<G(x)<1.
b)- En déduire que G est dérivable en 0 et préciser G'(0) .

3)- Montrer que G est dérivable sur R™ et que : (Vx S R“),G’(x) = f(x)-6() .

X
4)- Dans cette question on admet que : (Vx>1), f (x)< 2 .
X

a)- Montrer que : (¥x>1),G(x)< F)((l) +2. InXx .

b)- En déduire lim G(x), Puis dresser le tableau de variation de G .

X—>+00
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Correction

Exercice 01 :

+ —X C (_l)k k N
(vxeR"); f(x)=e"-> X OuneN.
k=0 -

o K!
n+1 (_1)k x k Xk—l

S Yy

k=0

n+l (_ k ,
1)- a)- Soit ne N pour toutxe R ;On a: fm'(x):(ex—z( ) xkj .

k
no(-1
On pose un changement d’indice = —(ex + ( ) x"}

Donc (VneN); (Vx € IRF), fo (x)=—f,(x)
b)Ona: (¥vneN); f (0)=0
Montrons par récurrence que pour toutx e R* : (VYneN) : f, (x)<0<f,,., ()

» Pourn=0
fro(X)=€7—1;etcomme x>0 alors ™ —1

Donc f,(x)<0
Et f2x0+1(x): f1(X)
Dautre partona : f (x)=—1f,(x)=0
Donc f, est croissante ; d’oir : x>0=> f,(x)> f,(0) et f,(0)=0
Par suite f,(x)>0
Donc f,(x)<0< f,(x)

» Pour ne N
Supposons que f, (x)<0< f, ,(x) etmontrons que f,,,(x)<0<f, .(X)
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Ona: f, (X)<0< 1, (X) o —f.(X)<0<-1, (X)
At f2,n+2 (X) <0< f2’n+1 (X)
Donc f,,,, estdécroissante ; d’'ou f,,,,(x)< f,,,,(0) et f,,(0)=0

Alors f, ,(x)<0
Donc f,,, estcroissante ; d’ou f,,,, (X)> f,,.,(0) et f, ,(0)=0
Alors f, . (x)>0

Par suite  f,,.,(x)<0<f, . (X)

Par le méme raisonnement on obtient :

f o (X) <0< f, L (X) & =1, (X)<0
<

& 0 (X
Donc f,,, estdécroissante ; d’ou f,,., (X)
Alors f, ,(x)<0
Donc f,,., est croissante ; d’ou ., (X) > f,,,5(0) et f,,.,(0)=0
Alors f, .(x)>0
Par suite T, (X)S0< f,5(X) & fy 0 (X) SO, 00 (X)

Conclusion : pour toutxeR* : |(VneN); f, (x)<0<f,,(X)

(1)
2) (VneN); S, :ZT ;u =S, etv =S, .
k=0 -

a) Pourtout neN ;ona:

> un+1 - un = S2n+2 - SZn

(2n+2)! (2n+1)! = k! =« k!
= (2n1+2)|(1—(2n+2))
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2n+1
(2n+2)!

Donc (VneN) ; u,,, —u, <0
Dot la suite (U, ) est décroissante.
> v —Vh = S2n+3 o S2n+1

n+l
2n+3( 1)" 2n+1(_1)k

o k! & k!
(_1)2n+3 1 2n+2 2n+1 2n+1
(2n+3 2n+
— ( (2n+3
(2n+3)
_ 2n+2
(2n+3)!
Donc (VneN) ; v,,,—v, >0

Dot la suite (V,) est croissante.

» Deplusona:u,—-v, =S, =S, .,

2n+1
; ; k! 2n +1
1

<
(2n +1). 2n+1

Or lim =0 ; donc lim (u, -v,)=0

n—>+0 2N +1 N—>+00
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Donc les suites (un) et (Vn) sont adjacentes ; on en déduit qu’elles sont convergentes
vers la méme limite.

b) D’aprés la question 1)b) ona: pour toutxe R™ : (VneN); f,, (x)<0< f, , (X)

Donc pour x=1; on obtient f, (1)<0<f, (1) ;orf, (1)= % —u.et f, (1)= 1 ~V,

e
, 1 1 1
Do ——u, <0<—-v &V, <—<U,
e e e
1
Donc (VneN) ; |v, <=<u,
e

3) Soit n e N” ; raisonnons par disjonction de Cas :

1°" Cas : n est paire ; (Elk e N*)/ n =2k

Ona:Sn:SZK:uketcommevk£1£uk<:>—uk+vk£—uk+1£0
e e
< 0<u, —=<u, -V,
e
<0<u, —=< L
(2k +1)!
Et 1 < 1 Si;donc 1 SizE
(2k+1)! 2k+1 2k (2k +1)! 2k
Doir|0<S, ~ 2 <
e n

2éme_Cas : n est impaire ; (Hk € N*)/ n=2k+1

1 1
Ona: S, =S, =V, etcomme Vv, <—<uU < 0<--v, <U, -V,
e e
<:>0£1—vk < 1
e (2k +1)!
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1 1 1
Et =—<—
(2k+1)! n!"n
D’ou OSE—Sn SE
e n
1] 1 .1
On conclut que (VneN) ; |S, 3 SH ; comme nI|m " =0 alors (S, )est convergente et
lim S, 1
N—>+00 e
Exercice 02 :
2x.e” .
I-Pour tout x e R f(x)_e”_l St x#0 .
f(0)=1
. . 2(—x).e”"
1)- a)- Pour tout xe R"; ona (—x)eR"et: f (—X)=W
2(—x).e™
= (e—2x)_1 X e2x
_ 2x€
l_eZX
_ 2xe”
el
= f(x)
Comme f(-0)=f(0)
Alors (WVxeR) ; f(—x)=f(x) ; donc fest paire.
b) Pour tout xeRR"; ona: f(x)= :Z)X('e .
__ 1 x g%
Ce¥ 1
2X
2X t
et limE——L _lim& =1 g ; donc lim f (x)=1et f(0)=1
x->0  2X t->0 x—0

Donc f est continue en O.
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De plus la fonction x — 2x.e™ est continue sur R*comme produit de deux fonctions
continue sur R* ; la fonction X — e?* —1 est continue sur R* et (Vx S R*) :

e —1=0.
Donc f est continue sur chacun des intervalle ]—oo;O[ et ]O;+oo[ (comme quotient de

deux fonctions continue sur R*)
Par suite f est continue sur R .

c)Ona: lim xe* =0et lime”* —1=—1 (car lim xe* = lim ¢** =0)

X—>—00 X—>—00 X—>—00 X—>—00

Donc | lim f (x)=0

X—>—00

Interprétation geometrique : La courbe de f admet ’axe des abscisses comme
asymptote horizontale au voisinage de—o.

2) a) la fonction X — 2x.e* et la fonction X > e** —1 sont dérivables sur R” et
(vxeR’); e” -10.

Donc f est dérivable sur R’ (comme quotient de deux fonctions dérivables sur R’ )

2x.e* '
|

((1+x).e")(e™ -1)— 2" x xe’

Etpour tout xe R’ ;ona: f'(x)

=2X >
(e%-1)
- (1+x)(e2x—1)—2ezxxx
=24 X
(e -2y
P e?* —1+4 xe®* —x —2xe**
EEj
=2xge" ezx_)z(er_xl_zx_l
(7 -1)
oy (1—x)e2x—(21+x)
(67 -1)

www.guessmaths.co E-mail : abdelaliguessouma@agmail.com WhatsApp : 0717467136



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

2" x g(X)
(e -1)
b) La fonction g est dérivable sur R" et pour toutxeR" ;ona:

g'(x)=—e+2(1-x)e* -1
= 427 —2xe™* -1
—2xe* -1
g’ est aussi dérivable sur R, et pour tout x e R*

Ona: g 2@2{ 2@2{ 4xe**

= —4xe**
Comme (Vx € R*) ; g”(x) <0; alors: g’est strictement décroissante sur R".

Donc (deR*) ; 9'(x)<g'(0) et g'(0)=0
Alors : (deR*) ; 9'(x)<0

Donc (VXERj) (X)) = ot g(x)=(1-x)e* —(1+x)

Donc g est strictement décroissante sur R*; et g(0)=0; d ol :(Vx S IR*) ; 9(x)<0
2" x g(x)

)

Alors le signe de f'(x)est celui deg(x).

Comme : (VXeRi) ; F(x)=

Donc f est strictement décroissante sur R™.
c)Ona: lim f(x)=lim f(—x)=lim f (t)=0.(Car f est paire).

X—>+00 X—>+00 t—>—0
Et f est strictement décroissante sur R : donc elle est strictement croissante sur R~
Tableau de variation de f.

: - 0 +00
f'(x) + 0 -
0
0 0
3) a) pour tout xe R, ona: f(x)= 622>X<e1
_ 2X
e —e™
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2X

Donc : f -1= -1
onc: 1(x)-1= 24
_2x—e'+e”
et —e
. f(x)-1 2x—e*+e~
par suite =
X x(e*-e™)
_—u(x)_ ol u(x)=2x—e*+e™"
x(e*—e™)

b) La fonction u est deux fois dérivable surR", (Car elle est Somme de fonctions deux
fois dérivables sur R*; et on a pour bout xe R™:u’(x)=2—e* —e et
u"(x)=—e"+e™
Ona: x>0« x>—x

oet>e”

Se e <0
Donc (Vx S R*) ;u"(x)<0
D’ou U'est décroissante surR".
c) Soit X e R’,
La fonction u est dérivable (donc continue) sur R™ ; elle donc dérivable et continue sur
[0; x]; En appliquant le théoréme des

accroissements finis & u sur [0;x]; (EIC e |0; X[)/M =u'(c)

Comme u(0)=0 ; donc ; (3CE]O;X[)/M=U'(C)

Ona:0<c<x=u'(x)<u’(c) (car u'estdécroissante surR").

X)
X)

VS

:>u(x)s

X ‘

c
—_~

=u'(x)<

X ‘

Ona: x>0 x>—Xx
sSef>e™”
sSef—-e>0
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u(x)

f—e T x(e —e)

(a
—~
>
~
A

Donc

‘ . u(x) f(x)-1
Et d’apres la question 3)a) on a : =
x(eX —e‘x) X

Donc (VXER:); u’(x? <

. u'(x .
d) Calculons Ilm# pour tout xe R’ ;ona:
x-0" g% —e” e

u'(x) 2-e*-e™
X_e =

—X X —X

u'(x)

Donc lim ——==lim 2 -1(=0
x=0" et —e x—0" (ex _|_1)

La fonction f est strictement décroissante sur R ; donc : (Vx € Ri) ; F(x)< f(0) et

f(0)=1;dou #w
Comme lxj (X}X < 1:(X)_l<0 et IimlijX_)X:O
e’ —e X 0" e —e
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Alors | lim
x—0" X

Dol f est dérivable a droite en 0 et | f] (X) =0

4) Construction de la courbe de f

5) a) Considérons le fonction le définie par : h(x)= f(x)—nx* ot neN"
Les fonctions x+— f (x) et X — nx* sont continues et strictement décroissantes-sur R,
donc h est continue strictement décroissante sur R*; de plus :h(0)= f (0)=1et
X'L’IL h(x)=—-c0

(Car lim f(x)=0 et lim—nx*=—ow)

X—>+ X—>+c0

Donc h est une bijection de R*vers I'intervalleh(IRi*) =J lim h(x); h(O)} =]-o0;1]

Comme 0 € |—o0;1]; alors I'équation h(x)=0(cad f(x)=nx?) admet une unique
solution a_dansR™.
Par Suite : (Vn = N*) (El!an = R+)/ f(a,)=na,’

b) Etudions le monotonie de la suite a,,.
pourtat neN*,ona: f(a,,)=(n+1)a? ;donc: h(a,,)=f(a,,)-na%
=(n+1)a’ —na: =a;
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Donc h(a,,,)>0 et h(a,)=0
Alors h(a,,,;)>h(a,)
La fonction h est strictement décroissante sur R™; donc sa bijection réciproque est
strictement décroissante sur ]—oo;l]

par suite : h‘l(h(an+1)) < h‘l(h(an))

dou a,<a,

Donc la suite (an) est décroissante de plus elle est minorée par 0; donc elle est
convergente.

c) Montrons que lima, =0

n—+o0

Posons : £= lim a,

Comme (‘v’neN*) ;a >0
Alors: £>0

Comme f est continue sur R* alors f est continue en {.
Donc lim f(a,)= f(£)=f(l).

n—+oo

Si £=0 ;alors lim na,’ =+

N—+00

Or: limna’=lim f(a,)= f(?)

Ce que est absurde
Dou: t=0
Cad: (lima,=0

N—>+00

Ona: lima, =0etfestcontinue en 0; donc lim f(a,)= f(0)=1.

N—+co nN—+co

Par Suite limna ®=1

n—+c0

Comme la fonction x — ~/x_est continue en 1
Alors : lim \/na ? = lim v/na, =1.

n—+w0 n—>+o0

F(Xx .
0 G- G(x)=% si x#0
G(0)=1
ol f est le primitive de f sur R tel que - F(0)=0
1) a) Calculons leirgG(x)
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Ona: limG(x)= IimM
x—0

x—0 X

— lim F(X):OF(O) (car F(0)=0)

x—0 X
=F'(0)
=f(0)=1

Donc Ixi_r:gG(x):l et G(0)=1

Alors : G est continue en 1.
b) Montrons que F est impaire.
On considere la fonction ¢ définie sur R par : (x)=F(x)+ F(-x)
@ est dérivable comme somme de deux fonctions derivables sur R ; et pour tout
xeRona: ¢'(x)=F'(x)-F'(-x)
= f (x)— f (—x)=0(car f est paire)
Par suite ¢ est constante sur R ; de plus ¢(0)=F(0)+ F(0)=0
Donc (VxeR) ; ¢(x)=0
D’ou (VxeR) ; F(x)=—F(-x)
Alors F est impaire.
Ona:e (VXGR*) : (—X)ER*

° G(—X)=¥_XX)

_—F(¥)

—X
-E9e()
Donc G est paire.
2) a) soit xe R’ ;
La fonction F est dérivable sur R et F'(t)= f(t) ; en particulier elle dérivable sur
[o:x];
en appliquant le théoréme des accroissements finis & F sur[0;x] ; on obtient :
(Fce]oix]) / F(Xz:OF(O) =F'(c) Cad: G(x)= f(c)

Comme f est strictement décroissante sur R*; alors : 0<c<x=> f(x)< f(c)< f(0)
= f(x)<G(x)<1
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Donc : (VXER:)  1G'(x) = f(x);G(X)

4) a) Montrons que : (¥x21) ; F(x)<F(1)+2Inx

Donc (vXeR:) I F(X)<G(x)<1

b) pour tout x>0,0na: f(x)<G(x)<1l= f(x)-1<G(x)-1<0
_1(9-1(0)_6(-6(0) _,
X X

Gomme f est dérivable & droite en 0; et f,'(0)=0
Donc : lim f(x)— f (O) =0

x—0* X

Par suite : lim G(X);G(O) =0

x—0*

D'oll G est dérivable a droite en 0 et G, (0)=0
ona: 1im ) =C0O) _ j, 6(=0)-6(0)

x—0" X t—0" —t
__im 80=60) _,
t—0" t

D'ou G est dérivable a gauche en 0 et Gg'(O) =0

Conclusion

Comme G est dérivable a droite et & gauche en 0 et G,'(0)=G,"(0)=0 ; alors G est
dérivable en Oet G'(0)=0

3) les fonctions x > F(x) et x > xsont dérivables sur R* et x=0 ; donc la fonction sur

F (X .
G:ixm— Lest derivable sur R’ et pour tout xeR’ ;ona:

6/(x)= XF’(XZ(z_ F(x)

] Fi(x)- " )

1(0-6(x)

Considérons la fonction y définie sur[1;+eo[ par : w(x)=F(x)-2Inx
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La fonction y est dérivable sur [1; +oo[ comme somme de deux fonctions dérivables

sur [1;+o0[ ,et pour tout x [L;+0[; ona: y'(x)= F'(x)—%

2

=f(x)->
Comme (Vx21) ; f(x)sé
Donc (Vx21) ; y'(x)<0
D'oti la fonction y est décroissante sur [1;+o[ etona: (Vx21) ; w(x)<w(1).
Par suite : (Vx2>1) ; F(x)—2Inx<F(1)-2Inl
D'oti : (Vx21) ; [F(x)<F(1)+2Inx
Conclusion

(vx21) ; [6(x) T4 210X

b)Ona: (vx21) ; F'(x)=f(x) et f(x)>0

Donc F est croissante sur [1;+oof

Don (Vx21); F(x)=F(1)

Par Suite : Ff(l) < FS(X) = F)((l) <G(x)

En utilisant la question précédente on obtient : (Vx>1) ;

ﬂSG(x)s ), ,, Inx

X
Comme lim ﬂ= lim F(1)+2xlnx=
X—>+0 X X—>+0 X X

Alors lim G(x)=0.

X—>+a0

0

D'aprés la question 11-3) ona : (VxeR?") ; G'(x)= f(x);G(x)
et D'apreés le question 11-2) a) on a : (vXe R:) ; F(X)<G(x)
Par Suite ; (VXGR:) ; G'(x)<0

Donc G est strictement décroissante sur R* ;

Comme G est paire alors elle est strictement croissante surR™; d'ou le tableau de
variation de G.
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G')((x) = + i — =
0
&(x) 0/ T O
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