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Exercice 01 : (5,5 points)

Soit ne Net f lafonction définie sur R™ par : f, (x)=x+n(1+Inx)
1)- a)- Calculer lim f,(x) et lim f (x).

X—>+00

b)- Montrer que f_ est une bijection de R™ vers R.
2)- a)- Montrer que I'equation f, (x) =0 admet une solution unique «,dans R™ ; et que

—<a. <=,
e2 " e

b)- Montrer que : [VX € }OED fo.1 (X) < f,(X) . Puis en déduire la monotonie de la
e

suite (o) ..

c)- En déduire que la suite (an )neN* est convergente , puis calculer sa limite .

d)- Prouver que lim n.(l—anj = i

N—>+00 e 2

e

Exercice 02 : (5,5 points)

Soit f la fonction définie sur Rpar : f(x)= x.Arctan(x)—%ln(x2 +1)

1)- Justifier que la fonction f est paire.
2)- Montrer que : (Vx e R), f'(x)=Arctan(x) .
3)- Calculer lim f (x). Puis montrer que (Cf )admet au voisinage de +o une

X—>+00

branche
parabolique de direction une droite (A)que I'on déterminera.

4)- Dresser le tableau de variation de f .
5)- Construire la courbe (C, )dans un repére orthonormé.
6)- Pour tout neN", On pose : S, = %.ZArctan [%) :
k=1
a)- Soit ne N". Montrer que pour tout ke {1,2,...,n},On a:
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b)- En déduire que : (vneN'), f(1)-f(0)<S, < f(1+—)— f (Ej ;

n n
puis montrer que la suite (S, )neN* est convergente en précisant sa limite.

Exercice 03 : (09 points)

I- Soit f la fonction définie par : f (0)=0 et f(x)= ,Six>0.

X
J1+x%Inx

1)- Montrer que : (VxeR™),1+x* Inx>0, Puis déduire D, .

2)- Montrer que (C, ) admet au voisinage de -+ une asymptote horizontale que

| 'on déterminera.
3)- a)- Montrer que f est continue et dérivable a droite en 0.

2 — X?

2\/(1+ X2 In x)3
c)- Dresser le tableau de variation de f en justifiant votre réponse.
4)- Résoudre dans R*I'équation f (x)=x puis étudier le signe de f (x)—xsur R

b)- Montrer que : (vxeR" ), f'(x)

5)- Construire la courbe (Cf ) dans un repére orthonorme (OT])
6)- Soit g la restriction de f a l'intervalle | =[0,\/§].

a)- Montrer que gadmet une fonction réciproque g"définie sur un intervalle
J que I'on
déterminera.

b)- Construire la courbe (Cg_l)dans le repére (O,T,]).

lI- On considére la suite (u,)  définie par : u, == et (VneN),u,,, = f(u,).

1
2
1)- a)- Montrer que : (VneN),0<u, <1.

b)- Montrer que (un)neN est monotone ; puis en déduire gqu'elle est
convergente.

c)- Calculer la limite de (u,) _ en justifiant votre réponse.
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1

2)- a)- Vérifier que : (Vk eN) .
uk

=In(u,).

1
ro2
uk+1

b)- En deduire la limite de la suite (v, ) _ définie par : (vneN),v

i 2n g_l(uk)
3)- Pourtout neN",Onpose: S = > —
k=n+1

k=n+1 k= n+1
2n

a)- Montrer que : (vneN'),g7*(u,.,) i % L<97(u,, z =
O

b)- Déduire la limite de la suite (S,) .. (On admet que lim Z !

N—+0
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Correction

Exercice 01 : (5,5 points)

Soit ne Net f lafonction définie sur R™ par : f, (x)=x+n(1+Inx)
1)-a)-Ona:e lim f, (x)=lim x+n(1+Inx)=—o

x—0*

(car lim (1+Inx)=—ccet n>0)

x—0"

Donc (lim f, (x)=—o

n
x—0*

o lim f (x)=lim x+n(1+Inx)=+o0 .

X—>+00 X—>+00

(Car lim (1+Inx)=+ocetn >0)

X—>+0

Donc | lim f, (x) =+

X—>+00

b)- Montrons que f, est une bijection de R™ versR.
Les fonctions X — X et X = n(1+ In x) sont dérivables sur R ; donc f est dérivable
sur R™ (comme somme de deux fonctions dérivables sur R™) ; et on a pour tout
xeR™ : f/(x)=(x+n(l+Inx))
=1+E
X

. N L
D ou (VXER ) fn(x)_1+x

Et ne N ; donc (VXER*+) ; f/(x)>0

Par suite f, est strictement croissante sur R™
De plus f_est continue sur R™
Donc f,est une bijection de R™ vers [’intervalle

f, (R™) = Jtim 1, (x); fim 1, (x)] =]-os;+<0[ =

x—0" X—>+00

2)- a)- Montrons que I'équation f, (x) =0 admet une solution unique «,dans R™ ; et que
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T ca <=,
e? " e

f,est une bijection de R™vers R et 0 e R ,alors [équation f (x)=0 admet une
solution unique &, dans R™ ; de plusona:

fn(izjziz—n<0 et fn(lj=l>0 ;dou :
e e e) e

fn(eizj<0< fn[%j: fn(eizj< ()< f[%)

1 1 . : .
= — <a, <= (f,eststrictement croissante sur R™)
e e

1
Donc |—<a. <—
e

b) Soit n e N" et Xe}o;%[ ;ona: f . (x)—f, (x)=1+Inx

1
et0<x<==Inx<-1
e

=Inx+1<0
Donc f,,,(x)< f,(x)

e
Ona: (VX c }O%D ; fa(x)< £, (x) et (Vn € N*) L, € }O;%[
Donc f,.,,(a,.)< f, () etcomme f . (e,,,)=0
Alors f (a,,,)>0
Dou f,(e,,)> f,(e,) (car f, (a,)=0)
f _est une bijection strictement croissante sur R** ; donc sa bijection réciproque f ™
strictement croissante sur R ; d’ou: .7 (f, (a,.,))> £, (f,(a,))

Conclusion : (Vn € N*) ; VX E:|O;l|: D (X) < (%)

cad «, ,
Conclusion : La suite («, ) est strictement croissante.

>,

: : : _y 1
c) La suite (an)est strictement croissante ; majorée par — donc elle est convergente.
e
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Posons £ = lim o,

nN—+o0

[<t<C)
— <ti<-
€ €

Pourtout neN" ;ona: f (¢,)=0<«a, +n(l+Ing,)=0

lim o, = £
N—>+o0
Ona;
lim==0
n—+o N
Par suite lim —
N—+
o
lime* "/ ==
N—+o0 e
i 1
Alors | lim o, ==
Nn—+o0 e

d) Montrons que lim n

(1+ﬁ

o
e =-1-%
n

% _

- donc lim 0

n—>+o |

j = -1 ; et comme la fonction exp est continue en —1 ; donc
n

)

N—+c0 e
: 1 1 =T
Pour tout ne N ;ona:——an:——e( ”J
e e
1 %
=—|1-e "
e
%
_a, 1je"-1
n e| &,
n
%
1 a,le"-1| . ¢ a
Donc n(——an):—” ; lim =Jlet lim| ——|=0
e e an t—0 N—>+o0 n
n
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Alors Iim =1
N—+w0 an
n
.o 1
D’autre part lim —=—
N—-+o0 e e
] 1 1
Donc | lim n(——ozn =—
N—>+0 e e
Exercice 2

(vxeR); f(x)= xArctan(x)—%ln(x2 +1)

1) e (VxeR); (—xeR)
o f(—x)= —xArctan(—x)—%ln ()" +1)
= xArctan(x)—%ln(x2 +1)

= (¥

Donc f est une fonction paire.

2) Pour tout xe R ;ona: f'(x)

(xArctan (x)- % In (x2 +1)j’

1 1 2X
A _z
rctan () + XX X T
X
= Arct —
¢ an(x)+1+ X2 1+ x°
=Arctan(x)

Donc (VxeR) ; | f'(x)= Arctan(x)

3) Pourtout x>0 ;ona: e f(x)=xArctan(x)—%In(x2 +1)

= xArctan () —%In (Xz (1+ izjj

X
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X2

= xArctan (x) - In(x )—%In( izj
={Arctan(x)—¥—%|n(l+izﬁ

X
In(x )
Ona: lim Arctan(x):z; lim L:O; Iimi=0etllm In( izjzo

= xArctan (X )—Eln(xz)—im( 1 j

X—>+00 2 X—+0 X X—>+0 DY X—>+o0 X
Donc lim (xArctan (x) —%In (xz)—%ln (1+ %D - %
X—>+00 X

D’autre part lim X = 400

X—>+00

D'ont | lim f(x) =+

x[Arctan (x) _In)((x) _21x In (1+ xlzn

f(x)

e lim = |im
X—>+00 X X—>+00 X
1 1
= lim | Arctan (x )——In 1+~ _Z
X—>+00 2X X 2
Donc Ilm :z
X—>+0 X 2

Soit x>0 :ona: 0<Arctan(x)<%<:>—%<Arctan(x)—%<0
-1

tan (Arctan (x))

1

tan ()

Alors tan (Arctan (x)- %) _1

Et comme tan (Arctan (x) — fj -

(On appliquera : tan (% — 9) = )

X

Par suite Arctan (x) —% = Arctan (_Ej
X
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= —Arctan ( 1)

Donc lim (xArctan(x)—%xj— lim x Arctan(x

X—>+00 X—>+00

= Iim( xArctan

Arctan }

= |lim

X—>+0

On pose t 1 ; X —> +ooalors t — 0"
X

D’ou lim (xArctan( )—E xj = lim [—M] =-1

X—>+0
X—>+0

On a: lim (f (x)—%sz lim ((XArctan(x)—%xj—%ln(xz+1)j:—oo

X—>+00

(car lim (xArctan(x)—%xj ~1 et Ilm(
(

Conclusion : Ona: lim f (x) =400 ; lim

X—>+00 X—>+0 X

Alors (Cf ) admet une branche parabolique de direction la droite (A)d’équation y = % X

au voisinage de +oo,
4) Comme f est paire alors :
lim f(x): lim f(x)=+oo

X—>—00 X—>+00

Le signe de f '(x)est celui de Arctan (X) sur R ; d’ou le tableau de variations de f -

X —00 0 +00
f'(x) — +
F) +OO\ / -
0

5) Construction de la courbe de f
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6) Pourtout ne N ;ona: S, ——ZArctan(kj
n < n

a) Soit neN" et k €{1,2;3;....;n}
En appliquant le theoréme des accroissements finis a la fonction f sur [’intervalle

e R RN e
=1Arctan(c)

n

k k+1 . i
Et comme — <c < —— ; lafonction Arctan est croissante sur R : alors :
n n

Kj < Arctan (c) < Arctan (%)

Arctan (
n

D’oul 1Arctan (Ej < 1Arctan( c)<= 1 Arctan ( k +1j
n n) n n n

Donc EArctan (Ej < f (Ej — f (Ej < 1Arctan (—k +1j
n n n n) n n
Par suite EArctan (Ej < f (wj — f (Ej
n n n n
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De la méme maniere en appliquant le théoréme des accroissements finis a la fonction f

sur [’intervalle [k _1;3} - on obtient : f (Ej — f (k 1) <= 1 Arctan(kj
n n n n n n

Conclusion : (Vn € N*) et pour tout k € {1;2;3;....;n}

(5 () spaen(S)= (5 (0

b) (vneN") etk e{1;23;...;n}

(o) (5 e (3)= 1 (5)-1 ()
n n n n n n
En sommant les membres des n inégalités on obtient :

B Rt (2

ori (o) 2 (7 )2 (% > (2

Donc (VneN*) 1 f(1)-f(0)<S, < f(l+—j— f (—j

Ona: lim 1 =Qet lim (1+ 1) =1 ; de plus f est continue en Oet en 1donc :
n

n—+0 N N—-+o0

lim f (1+%j_ f @: f(1)-1(0)
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Et comme (Vn = N*) ; f(1)-f(0)<S, < f (1+%)— f (%j ;alors (S, )est

convergente et sa limite est (f (1)-f (0))

or: £(1)-£(0)=2-2 ; donc |lim s, =7 -2

N—>+00 2
Exercice 3
X i
f(X)=————= sI x>0
I- () J1+x2Inx
f(0)=0

1) La fonction U : X > 1+ X’ In x est dérivable sur R” et pour tout xe R* ona:

u'(x):2xlnx+x2x§
=x(2Inx+1)
Etu'(x)=0< x(2Inx+1)=0
< 2Inx+1=0
1
Slhnx==-=
1

e x=g 2

1
& X=——
Je

Etu'(x)>0<2Inx+1>0

1
S X>—=
Je

Tableau de variation de u

0 % +00
e
dg —

" \ /
-1
2e
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Ona: u(ijzl—zi : comme 2e >1:>u(i]>0
e

Ve Ve

u admet une valeur minimale strictement positive sur R’ ; donc :
(vxeR");u(x)>0,d0i(vxeR,); 1+x*Inx>0

De plus f est définieen O ; donc |D; =R’

+

X
2) Pourtout x>0 ona: f(x)=

J1+ X2 Inx

X

2
1+ x?In x
1

1
— +Inx

X
1

1
?+Inx

Et lim [i+ln xj=+oo (car Iimi:Oet lim In X = +0)

X—>+00 X2 X—>+00 )(2 X—>+00

Donc | lim f (x)=0

X—>+00

Interprétation géometrique
(Cf )admet [’axe des abscisses comme asymptote horizontale au voisinage de+x .

3)a)Ona: e lim(x’Inx)=0;donc limv1+x*Inx =1

x—0* x—0*

Alors lim f (x)=0et f(0)=0

x—0"

Donc f est continue a droite en 0.
f () 1 .
o = et lim+/1+x°Inx =1
X V1+X2Inx 0
Donc lim f (X)_ f (O) = lim LX):l
x—0" X—0 x—0" X
D o1l fest dérivable a droite en 0 ¢t f](0)=1
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b)(VXeRi);f’(X):(ﬁJI

2 !
V1+x*Inx — xx (1+X In X>

B 241+ X2 In x

1+ x%Inx
2(1+ x2 In x)—x2 (1+2Inx)

241+ X2 In X (1+ x2In x)
_ 2+ 2x%Inx—x? =2x%In x
241+ X2 In X (l+ x2In x)
2 —X°
2\/(1+ x2 In x)3
R
2\/(1+ x2In x)3

Donc f'(x)est du méme signe que (\/5— x) sur R*
Tableau de variations de f

LYod:(VXeIRi); f(x)z

X 0 J2 +00
f'(x) + G? —
o |
0 \‘ 0

/ 2
ona: f(\/z): 1+In2

4) Pour tout X e R” ;ona: f(X)—X=X[;—1j

J1+ X2 Inx
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1—1+%x%InX
J1+ X% Inx
(1— 1+ x%1In x)(1+ J1+x%1In x)

(1+ J1+x2In x)\/1+ x%1n x

1—(1+ x%In x)
(1+ J1+ %% 1n x)\/1+ x% In x

—x*Inx
(1+ J1+x2In x)\/1+ x?In x

XS

) (1+ J1+x21n x)\/1+ X In X <(=inx)

Commex >0 ; alors f (x)—x estdu méme signe que (—Inx) ; de plus
f(x)-x=0<Inx=0<x=1et f(0)=0

Donc I’équation f (x) = X admet exactement deux solutions Oet 1.
Tableau de signe de ( f (x)- x)

X 0 1 +00
f(x)-x 0+ (P —
Par suite : Vxe]0;1] ; f(x)—x>0
Vx e [L+00] ; f(X)—x<0
5) Construction de(Cf ) et 6) b) Construction de(Cgl)
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6) (vXe[O;ﬁ:) ; 9(x)=f(x)

a) f est continue strictement croissante sur | = [0; \/ﬂ ;donc sa restriction g sur |

est continue et strictement croissante sur |
D’oir g admet une bijection réciproque " définie sur 'intervalle :

J =g(|)=g([o;ﬁ]){g((’)?g(ﬁﬂ:{o; 1+2In2}

1
UOZE

- (u,):
U, = f(u,) (vneN)
1) a) Montrons par récurrence que : (VneN); O<u, <1
e Pour n=0

uO:E ;donc O<u, <1
2

e Soit ne N

Supposons que 0 <u, <1 et montrons que O<u,_ , <1

Ona: 0<u, <1 etfeststrictement croissante sur [0;1] (car [0;1] = [0; \/E])
Donc: f(0)< f(u,)<f(1) et f(0)=0,f(1)=1er f(u,)=u,,
Dou O<u_, <1

n+1
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Conclusion : (VneN); O<u, <1
b)Ona: (VneN); O<u,<let vxel0;) ; f(x)-x>0
Donc (vneN); f(u,)-u,>0
D'oi (VneN); u,,
On conclut que la suite (un ) est strictement croissante ; de plus elle est majorée par 1

> U,

_ e A
donc elle est convergente et sa limite £ vérifie > <{<1

(car u, =% et(VneN); u, >u, )
c)Ona: e festcontinue sur [0;1]

o 1 ([01) = [o:1]

® U, €[0;1]

¢ un+1 = f (un)
e la suite (u, ) est convergente
Donc la limite £ est solution de I’équation f (X) = X dans [0;1]

Et comme iSlf§1 -alors £ =1

Par suite | limu, =1

N—>+00

2) a) Pourtout ke N ;ona: u, >0

U,
Etu,, = f (Uk)@’ U = W
+u.Inu,
2
u
2 k
< Uu =
“t 1+ullnu,
1 1+u’Inu,
g 2 2
uk+1 uk
1 _1 +Inu
2~ 2 k
uk+l uk
= 1 1 Inu
2 2 k
uk+l uk
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Donc : (Vk eN) ; 12—%—Inuk
uk+l l'lk

b) Soit neN" ; et k €{0;1,2;.....;n} ;ona

1 —izlnu

uk+12 uk2 ‘

u’

POMZOL uk] Zlnu I B |n(f[ukj

uk+1 n+1 u0 k=0
1 1
<:>In(vn): 2 2
un+l uO
1
In(v,)=—- -4
un+1
F
u2
&SV o= ™

e
V _e Una

2ZY (Vn € N*)

Comme limu = limu, =1, abrs lim —-4=-3

N—>+0 N—>+00 n—>+ |J

n+1
La founction exponenticlle Etant continue en =3 ; done : | lim v, = e
N—+c0
2n -1
£\ . g~ (u)
5 (vnen);s, =y &)
k=n+1

4) Soit neN" ; pour tout k € {0;1;2;.....;n} ;ona: u,, <u, <u,,

(car (un ) est croissante) et comme g est croissante sur [0; x/§ ] alors Q st

A 2 2
crolssante sur | O; ;or| 0
1+In2 1+In2

97 (U ) <97 (u )< g7 (

Uy, )

}c [0;1] ; done

<
-1 -1 -1
g (un+1) < g (uk) < g (UZn)
K k k
En sommant les n membres des inégalités on obtient :

Par suite

2n 1 2n -
g_l(unﬂ) ZES Z : ( )<g_1 2n Z_
k=n+1 k=n+1 k= n+1
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o 9 2n 1 9 2n 1
Poi |97 (Uyy) D =<8, <97 (Uyy) D =

k= n+1k k= n+1k
2n
b)ona. (‘v’neN*) 07 (Un) D E<S <g™(u,, Z =
k=n+1 k= n+l
dane part limu_, = limu_ =1 ¢+ g™ est continue en 1 ; donc :
lim g™ (u n+l):nlim 07 (Uy)=97"(1)=1 Car g(1)=F(1)=1)
pautre part . lim Z 1 =In2
- n+12n 1 2n 1
Done : lim (gl(um) > —} = lim (gl(um) > —j: In2
N>+ k=n+1 k N=>+o k=n+1 k

Dod la suite (S, )est convergente et ona | lim S, =In2

N—-+o0
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