QM@SSEW%S Correction Examen National 2014 session normale 2éme Bac S M

¥ Exercice 1

,}:*f 1) On sait que 31 est premier car il n'est divisible par aucun des nombres premiers donft le
g carré estinférieur 31 (cad. 2; 3; 5).

¥ De méme pour 331 il n'est pas divisible par les nombres premiers (2; 3; 5;7; 11; 13 et 17);
gidonc aq, et a, sont premiers

¥ii2) pour tout neN; ona:

#a =33..31

& —_——

n fois

=1+3x10+3x10% +

=1+3><1o(1+102 +
—143x10x 710
1-10
n+l__
43, 107 -10
10™ ~10
+—
3
_3+10™-10
3
_1On+1_7
3
¥ Donc : (VneN) ; |30, +7=10""].

=1

§” Remarque : On peut aussi faire une démonstration par récurrence

soit keN;
¥ On a 31 est premier positif et 31 ne divise pas 10 ; donc31A10=1.
¥ D'oprés le théoréme de Fermat : 10%* =1[31], soit 10¥ =1[31]

¥ Donc 10™ =1[31], par suite 107 =10°[31] (1)

& or 10° =7[31] (2)

¥ De (1) et (2) on déduit que : (VkeN) ; [10°7 =7[31]

Ona (Vn € IN*) ;30 +7=10""

¥ Donc pour fout keN; ona 30k+1eN", par suite : 3a,, , +7 =100

Fctona: 1072 =7[31] , donc : 30y, +7=7[31]
par suite : (VkeN); [3a,,,, =0[31].

30k+1

Supposons que nN=1[30]

Mon’rrons que I'équation : (E): ax+3ly=1 n'admet pas de solutions dans 7*
Supposons que I'équation (E)admet une solution (x,:y,)dans Z° .
an=1[30], alors n=1+30k oUk € N
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¥, Or, d'apres la question (4+++), on a 3ay,,, =0[31], alors 31 divise 3ay,.,

¥ Et comme 31 et 3 sont deux nombres premiers distincts, alors 31A3=1
¥ Et d'apres le théoreme de Gauss 31 divisea
b7 Alors 31 divise a,,,,,X, +31y,.

30k+1
30k+1
#:Or (x,:Y,) estsolution de (E) , alors ay,,,x, +31y, =1.
¥:Donc : 31 divise 1, ce qui est absurde.

¥ Conclusion

¥ (E) n"admet pas de solution.

%) Exercice 2 :

(T:+:x) est un corps commutatif

. , 0 0 Lo (10
- (Q(,g(|R);+;x) est un anneau unitaire de zéro O=[0 OJ et d'unite |=(0 J

a a-b
b a+

Pour tout(a:b) e R?, on pose : M(a:b) :[

J et soit E={M(a,b)/(a;b)eR?}
1- Montrons que E est un sous-groupe de (CH(RR);+).
> EcCIf(R) et ExQ (cor0=[8 8)=M(O;O)€E)
> Soient M(ab) eE et M(a';b') deux éléments de (E) :
M(o;b)—M(o':b')=(o o—bj_(o o—b]
b a+b b' a+b'
_(a-a" (a-a')-(o-b’)
\b-b' (a-a')+(b-b)
=M(a-a'b-b")
Donc M(a:b)-M(a'b')eE

Conclusion.
@ (E;+) est un sous-groupe de(O('é'(lR) ;+).

11

& 2_Soit J=
1 1) (12
0 1) (0 1

11

ZOna: f= x

5 (1 2 ,

¥ Or [0 JeEE, carsia=1etb=0alors a-b=1#2

¥iDonc (3J€E)/ JxJgE ; par suite E n’est pas stable dans (CH(IR);x).
%i3-laloi * définie par :

¥ Pour tout A ; B dans CHM(IR); A*B = AxNxB ; avec N=(o J
- T > (R)

“a+ib > M(ab)
a) Soit z=a+ib et z=a+ib dans

A2 ol (arb) eR?
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=M(a:b)*M(a;b’)
a-b) (1 - a a-b
o+bjx(0 1}{@ o’+b’J
—o+o—b]>{o’ O'—b'j
-b+a+b) (b d'+b’
a -b) (o d-b
b o}{b’ o’+b'j
aad’ —bb’ o(a'—b')—b(o’+b’)j
ba'+ab' b(a'-b')+ala’+b’)
aa’ —bb’ (oo'—bb')—(ob'+o’b))

ab'+d'b (ad -bb')+(ab"+ad'b)
=M(aa' -bb";ab’+a'b)

D’'autre part :
9(z2x7') = p((a+ib)x (' +ib'))
= ¢((aa’ —bb')+i(ab’+a'b))
=M(aa'-bb’;ab’+a'b)
D'oU : (v((o;b);(d;b’)) e(R? —{(O;O)})Z)
o(2)*p(7)=p(zx7)
Conclusion : ¢ est un homomorphisme de (C";x)vers (A4 (R);+).
b)Ona: (p(@*)z{go(z) / ZG(C*}, donc :
¢(C")={M(a,b) /(a,b) e R? - {(0,0)}}
= {M(a.b) / M(a,b)# M(0,0)}
-£-{0)
Alors : ¢(C") =F
c) On sait que (@;+;><) est un corps commutatif
On a gest un homomorphisme de (@*;x)vers(dxg(lR);*) et ((Z*;x)es’r un groupe
commutatif.
Alors (go(@*);*) est un groupe commutatif .
v Et comme ¢(C")=E"; alors (E";*) est un groupe commutatif.
¥i4) Soient A ;Bet C dansE; ona:
A*(B+C)=A><N><(B+C)
Z = Ax(NxB+NxC) (car x estdistributive parrappor a+dans CAf (R) )
= AxNxB+AxNxC
— A#B+A*C
¥i5) D'aprés ce qui précéde ,ona:
@ (E:+)est un groupe commutatif d'élément neutre O .
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* (E";*)est un groupe commutatif
i+ AxB +C)= (A+B}H{A+C), et * est commutative dans E, alors (B+C)* A =B * AH{CxA)

Donc laloi '+ ' est distributive par rapport alaloi “'+'" dans E .
On en déduit que (E;+:*) est un corps commutatif.

Exercice 3

1) Soit @ O;% — % et I'équation dansC, (E): 22 —J2e%7+e% =0

a) A= (—\/Eeié’ )2 _ 42

_ 2e2i49 _ 4e2i49
_ _262i0

(\/Eie” )2

J2e" +\2ie'

2
£+i£ e
2 2

P)Ona:e) z =

T

_ e'4ei9

=ei(‘”ﬂ = cos 9+% +isin ¢9+%
:ﬁeio_\/?ieia
2
£_|£ ei9

2 2

o) Zz

WTT

e ‘el

:ei(a_ﬂ —cos| 6-Z |+isin| 6-Z
4 4

Donc : Z [ et |z, =cos 0= |+isin 9—%

T

H_ﬂ et A(x/ie”)

717467136



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

% s(—ZFz@n] alors (ﬁ;ﬁ)s%[zﬂ]

A

Par suite les droites et (OA)sont perpendiculaires.

b) K milieu de donc l'affixe de bﬁaft:
21

ZTl N ZTZ ) ei [9+%] . e| (0—%}
2

NeEgio 1
Alors : 2x=%0 - 2 _“cR
z,-2, +J2ei? 2

Donc les points K ; 0 et A sont alignés.
c) On a K estle milieudu segment [TZTJ'

La droite (OA) passe par K et perpendiculaire & (Tlej ( d'apres 2- a et 2-b)
Alors la droite (OA) est la médiatrice du segment [T2T1:~

p:
y
4
]
p
,,
Pres
J
p
p:
y:
4
]
p
,,
Pres
J
p
p:
y:
4
]
p
,,
Pres
j .
y = ,—
5 ! 2

a) Soit z I'affixe d'un point M du plan et z'l'affixe du point M'image de M par la rotation
r;alors : (z'—zT1)=(z—le)e'5<:> 7'=iz+z, -7,€2

& 7'=iz+2z, (1-)

. i(0+%] g
& 72'=iz+e \/Ee 4

o 7'=iz4++/2e'°
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Donc I'expression complexe de la rotation r est :

M (2)=r(M(z)) =z =iz ++f2el?

b) B(b)=r(l) & b=ix1+2e'’
ob=it+2e’

D'oU , I'affixe de Best: [o=i++2e'’

Z, -1
c) Calculons 2—4
-1,

> 27 _i+\/§e‘9—«/§ei9 —li
Z,-1, 1-(-1) 2

Z.—Z T
Donc : arg| 2—24 [=Z|2
° Z,-Z 2[ﬂ

D'ou : (D ;@)51[27[]
2
Par suite les droites (AB) et (IJ) sont perpendiculaires.
4) Soit  leitranslation du vecteur (—Q)e’r Q(i)
Ona:C=t (A)=z.=2,-i
oz =28 i,
Donc I'affixe du point C image du point A parla translation t; est :

5) L'affixe du milieu du segment [BC] est
Z,+7.  i++2e'? +2e" i
» 2 2

_ \/Eeig

Donc A est le milieu du segment [BC].

Exercice 4
—x Inx
f(x)=4 1+x?
0 si x=0

si x>0

1. a) les fonctions x> —x ; x> Inx et xn—>1
+X

Donc la fonction f est continue sur]0;+oo[ comme produits de de fonctions
continues sur ]0;+o[ .

> sont confinues sur

Calculons limf(x)

x—0"

. . =X Inx
Ona: limf(x)=lim———=
x—0* x—>0" 14+ X

(Carlimx Inx=0)

x—0"

Donc limf(x)=f(0) ; d'ou f est contfinue a droite en 0.
x—0"

0

Par suite f est continue sur[0;+oo[ .

b) le signe de f(x) est celui de (—Inx)sur ]0 ;+oo|: .
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P e

Donc : » f(x) < 0 sur[%-+eo]
> f(x)>0 sur J0i1]

Q«nsmeeRQ,mno:{lj:
X

Donc:(vx eR) .f(i

’ X |
b) les fonctions x = xInx et x =1+ x* sont dérivables sur ]O;+oo[e’r 1+x%#0 sur :IOH-ooI: P
donc la fonction f est dérivable sur ]0:+00[ comme quotient de fonctions dérivables

dont le dénominateur ne s’annule pas sur
c) On a f est continue sur [ 0;1]et dérivable sur ]0:1] et f(1) =f(0) =0donc d'apres le
théoréme de Rolle : |(3a e J0;1[) : () =0

djOna: (vxeR:);f

1
"2

Comme (a €R’); alors :
o

Or f'(a)=0;donc: f’(ljz
a

II- (Vx € |:O:+OOD ; F(X) = onf(T) df.
Fi1-0) Soit te[Loc]
12 1 1

0

e Ona:——-1= et
1

- >
1+t 7 141

Donc :

1.2
1+12

eTl—TZSO(CorTe[E+w[);donc:-%s

b) Soit x &[1+0[ .D'aprés ce quiprécéde ;ona:

p?
p

y
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< fint < Int

LSt
Alors : _Int <f(t) < _Lint
t 2 t

Et comme 1<x et les fonctions t ? it ft) et t —%? sont continues sur[1,x]

Alors —j md’r<j f(’r)d’r<——_[ ln—Td’r

xInt

lmd’r<_[ fltlait+ [ d’r<jf(’r)d’r——_[—d’r

Donc If(’r)d’r j

Doy F(1)-[ Imd’r<j fit)dt <F(1 ——j ln—Td’r

,:(1)_{E(In’r)2;l@X <F(x)<F() _%{E(lm)zlx
Par suite
F()~ S0 <F(x) <F(1) =2 (i)

Alors : (vx € [L4se ) F(1) ~5 (inx)* <F(x)<F(1) - 5 (Inx)’

X—>+00

c)» Ona: lim F(l)—%(lnx)2 = —oc ef F(x)sF(l)—%(lnx)2 pour tout X e[ L+od]

Donc : lim F(x) = —oc

X—>+0

» On a pour tout x €[ L+oo] : F(l)—%(lnx)2 sF(x)sF(l)—%(lnx)2

Donc F(1) _E(Inx)2 p F(x) B F(1) 1 (Inx)’ 4
X 2 X X X 4 X

()
De plus: lim —~==0

X=>+0 X

2
Et Iimm= i

X—>+00 X

o F(X)
Par Suite : Iim —<£=0

X—>+o X
Interprétation géométrique
La courbe de F admet une branche parabolique de direction |'axe des abscisses au

¥  voisinage de +w. v
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2.a) On a f est continue sur [ 0;+00] et 0 &[ 0;+00] donc F est dérivable sur [ 0;+[ .
Etona: (vxe[0+o ) ; F(x)=f(x).

Par suite : (vx e [0;+oo|: CF(x) = .
1+Xx

b) D’aprés la question I-1-a) on a: B f(x) =0 sur J0:1] et f(x)<0 sur [1;+0d
D'ou le tableau de variation de F.

0 1
+

/ F(1 \
0
lll- 1- @) Soit t e ]0;+oo]

On considére la fonction ¢ définie par: ¢(t)=extint+1

—00

Ona: ¢'(t)=exInt+e
ex(Int+1

Donc : » ¢'(1)<0 pour te O;é

» ¢'(1)>0 pour te l;+oo
e

d'ou le tableau de variation de ¢.
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Donc 0 est une valeur minimale pour ¢ sur]0;+oo[ ;d'ou :
(vte]0;+oo[) ; p(t)=0.

. 1

Par suite : (Vte |0; ; —fint< =
(vte o]} ; ~Hint <

b) D'apres la question précédente on a pour tout

1 1
— <= (1 p— 2
Tln’r<e () etona 1+T2>0 ()

De (1)et (2)on déduit que : (‘v’Te:IO; D ~fint _1 1

1+1? : e1+t

1 1
Et comme —— <1, dlors : (Vte [0; ;o f(h)<=.
= (o)  f(1)<
c) Soit x € J0;+oo[ , et soit 0<t<x
Ona: f(t) sé (d’aprés la question précédente )
Et on a f est continue sur [0;x] , alors :

X x 1 y o~ X X
jof(t)dfsjogdf d’oU Iof(T)deg<x

Alors @ (vxe |0+ ) © [F(x)<x

Y e Jo]

¥ () {UM =F(u,) (vneN)
¥i Montrons par récurrence que : (VnelN) ; u, e 10

a) pour n=0

Ona u, e 0]

Soit neIN

Supposons que U, e |01 et montrons que U, € ]0:1]

On a d'aprés ce qui précede que F est strictement croissante sur [0;1]
Alors F(0)<F(u,)<F@)
Et comme F(0)=0 et F{1) <1 ( d'apres lll-1-c)
Alors U, e Jo:1 .
Conclusion :
(VneN);u, e]o]
b) D'apres la question lli-1. c) On a :
(vx e o+ ) 5 F(x)<x
Et comme u, e ]0:1] ; alors F(u,)<u
Donc (VneN) ;
Par suite (Un)esT strictement décroissantes et comme elle est minorée par 0 alors elle est

n

<u,

n+1 -

convergente.
c)Ona: ) festcontinue sur [0;1]et F([0:1])=[F(0).F1)] <[ 0:1]
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*) u, e[0:1]
.) Un+1 = F(Un)
*) (u,)est convergente
Alors  limu, est la solution de I'équation F(x) = x , dans [0:1]

N—-+c0

Or d'aprés ce qui précéde on a : (VX € ]0;+oo[) D F(x)<x

Et comme F(O) =0, alors 0 est la seule solution de I'équation F(x) = x

Donc: |[limu, =0|.

N—>-+o0

-1
o(x) = —ex si x>0

g(0) =

Exercice 5:

: 1 = : :
1) Les fonctions x> — ef x> e* sont continues sur]0;+oo[ , alors g est continue sur
X

:|0;+oo[
( comme produit de deux fonctions continues sur ]0;+d )

D’'autre part, on a:
-1

1
I|mg(x)_ I|m—eX
X 0*)(

=|imt’e' (t=

t——c0
=0
Donc limg(x)=g(0), par suite g est continue a droite en 0.
x—0"

Ainsi, g est continue sur [ 0,+oo]

(Vx e [0;+ooD : L(x)= Ig(’r) dt = —Ig(’r)d’r

a) On a g est continue sur [0,+w] et 1[0,+o0] , donc L est dérivable sur [ 0,+o0]

Par suite, L est continue sur [0,+oo|:.
b) Pour tout x e |0+ , on a:

1 1

L(x) = jfg(’r) dt = {e_*l} —et-ex

X
-1

c) Ona: (vxe |o+d[) Lix)=e™-ex ,alors:
-1
lim L(x)=lime™ -ex
x—0" x—0"
=lime* -¢' (’r:_—1 )
f—-0 X
= e_l
Et comme L est continue sur [0,+oo[, alors L est continue a droite en 0.

Donc limL(x)=L(0) , par suite L(0)=
X—0"
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vneN*

On g est continue sur [ 0,+o0] , donc g est continue sur [0.1]

n

1
Alors (s, ) , estconvergente , et lims, :Ig(’r dt =L(0)
0

Ef comme L(0)=e™ , alors lims =e™

N—+0
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