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Série n° 2 exercices corrigés sur les suites

Terminale S
@ Exercice 1

N Soit (u, ) la suite définie par : u, =1+ ; + ;l +- +l pour tout entier naturel n
n!

Il 1) Etudier le signe de u,,, —u, pour tout entier naturel n

@ 2) Montrer que pour tout entier naturel n>1 ; n!>2""

EB)Montrerque u, <1+2i+i+ + 1

22 1 2n—1
N

pour tout entier naturel n

4) Calculer en fonction de n la somme S, =1+ 21_ +— ! + - pour tout entier

22 -1 2n—1
naturel n>1

@ 5) Montrer que la suite (un ) est majorée ; puis déduire qu’elle est convergente.

@ Correction

@ 1) Pour tout entier naturel n ; ona:
1 1 1 1 ( 1 1 1)
Il Uy —Uy =14+ =t et — — 1=+ =t =
21 3 n! (n+1)! 21 3 n!

N

1
N = qui est strictement positif pour tout n €N.

(n+1)

2) Démontrons par récurrence que n!>2""pour tout n>1.

@ Initialisation :

N 1'=1 et 2"* =1donc la propriété est initialisée au rang 1 puisque 11> 2",
N| Hérédité :

@ Supposons que la propriété est vraie pour un certain rang p.

@ Supposons donc p!>2°"*pour un certain p >1donné.
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5] Démontrons que la propriéié est héréditaire et donc qu'elle est vraie pour le Yang p+1. ||
N} (p+1)!=(p+1)p! donc(p+1)!>(p+1)x2"".
N| Or p>ldonc (p+1)=2don(p+1)1>2x2"".
N Alors (p+1)1> 2P

N Donc la propriété est vraie au rang p +1.

Jnl Conclusion :

@ La propriété est initialisée au rangl, et la propriété est héréditaire.
@ En conclusion, la propriété est vraie pour tout ne N".

! ponc ni> 2 pour tout n>1

@ 3) Ona: k!> 2""pour tout k >1d apres la question 2)

@ 1 1 1 1

Donc 1+£+£+---+—Sl+ﬁ+ﬁ+---+ -
21 3 n! 2 2 2"

1 1

+—22_1+-°-+2n_1.

B iy, <1e L
@ n 21—1
@ 4) On remarque que %+i+---+ 1

@ 2 22—1 2n—1

@ geométrique de raison % et de premier termel.

est la somme des termes d’'une suite

X 3
@Onadonc i_+ 1 4ot 1 2 =2|1- 1 pour tout ne N*.
@ 2t 2

‘21 n-1 =
2 2 1_ 1
2
@ 5) D apres la question 4), comme 1—(%) pour tout ne N”,

N D’ou, d’apres la question 4), u, <1+ 2pour tout ne N". (u, )est majorée par 3.

N
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@ (un ) est croissante et majorée donc elle converge d’apres le théoreme de convergence

@ monotone.
@ Exercice 2

@ Etudier la monotonie de de chacune des suites suivantes.

Jnl » u,=5n°—4n ;pourtout neN.

Ll » Vv, =n’—4n ; pour tout neN.

N

@ > w, =3x(gj ; pour tout ne N,

N

» u,=2 un+1:\/7un ; pour tout ne N,

Correction

4[4l

il » Pourtout neN ;ona: u,, -u, =5(n+1)"—4(n+1)—(5n* - 4n).
=5(n*+2n+1)-4n—-4-5n" +4n

=5n*+10n+5-4n—-4-5n° +4n
=10n+1

Donc v,,, —v, >0pour tout ne Ncad; d’ou la suite(u,) est strictement croissante.

n+1

» Pour tout neN ;ona: v,,—v,=(n+1) —4(n+1)—(n’-4n)

n+1 - Vn
=(n2+2n+1)—4n—4—n2+4n

=n’+2n+1—-4n—4-n%+4n
=2n-3

4l Al calp Al () Al (il alf

3 . y . -
@ Donc v,,, —Vv, >0pour tout n > Ecad N>2; d’oi la suite(V,) est strictement

@ croissante a partie du rang 2.

@ > w, :Bx(gj ; pour tout ne N.
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@ Donc (wn)est une suite géométrique de raison get de premier terme 3.

Ial Or % >1et 3>0donc (w,)est strictement croissante.

N

@ » Pourtout neN ;ona: M:\/7 )
u

n

% J7 >1 et la suite (u, ) est positive pour tout n .

il Donc (u, ) est une suite croissante.

Inl Exercice 3

ILl| Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n ; 52 > 4" 4 3™
@ Correction

I\l initialisation : Pour n=0, 5% = 25et 4°*% +3%2 = 25 On a donc 5°2 > 4%*2 4 3%*2
@ La propriété est initialisée.

@ Hérédité : Supposons que la propriété est vraie au rang pou p e N (fixe).
Al On a donc 5°*2 > 472 4. 3P*2
N| Alors 5x5°* 25><(4p+2 +3"+2)

N
N

@ .Or 5>4et 5>3 donc 5x4°% +5x 3P > 4x 4P +3x3P*2,

>5x 4P { 5x 3P*2

@ D’oti 5x5P* > 4x 4P 1 3x 3P+,

|n1 Alors 5P3 > 4P+3 4 3p+3

@ La propriété est donc héréditaire.

sl Conclusion : 5™ > 4" +3™2pour tout n
Al Exercice 4

n*(n +1)2

N Montrer que pour tout entier naturel n>1 ; ° +2° +3° +...+n’ = 2
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@ Correction
@ Démontrons cette propriété par récurrence sur n>1 .

@ Initialisation :

12(1+1)°

Pour n=1, =1=1%.

N

@ Donc la propriété est initialisée au rang 1.
@ Hérédité :
@ Supposons que la propriété est vraie au rang p ou p est un entier non nul fixe.

p*(p+1)°
4

N Onadmetdoncque: 1°+2°+3°+.--4+ p°= et montrons que

2 2
N{ETIPEI I p3+(p+1)3:(p+1)£p+2) _
N|
2 2
N| On a par hypothése de récurrence que 1° +2° +3* +-.-+ p° =%
N|

2 2
@ Donc P +2° +3 +--- + p3+(p+1)3:%+(p+1)3

_ pz(p+1)2+4(p+1)3
4

(p+1)2(p2+4(p+1))
4

p+1)°(p>+4p+4
(P+1)
4

(p+1)°(p+2)°
4

Donc la propriété est héréditaire.

[4[) Al Al 2y 4l Al Ll [ AR 4

: n*(n+1
IAl Conclusion : Ona; 13+23+33+---+n3:% pour tout n>1
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@ Exercice 5
ILl Montrer que pour tout entier naturel n ; 1+3+5+--+(2n+1)=(n +1)2

@ Correction
@ Démontrons cette propriété par récurrence surn .

@ Initialisation :

N

Hérédité :
hN——

Pour n=0, (0 +1)2 =1=(2x0+1) donc la propriété est initialisée.

@ Supposons que la propriété est vraie au rang p ou p est un entier naturel fixé.

| Cad 1+3+5+---+(2p+1):(p+1)2 et montrons que
N 1+3+5+---+(2p+1)+(2p+3):(p+2)2.

N| Par hypothése de récurrence on a : 1+3+5+---+(2p+1):(p+1)2

Donc 1+3+5+---+(2p+1)+(2p+3)=(p+1)° +2p+3
=p°+2p+1+2p+3
=p*+4p+4

=(p+2)

Donc la propriété est héréditaire.

[4[) AN Al 4l [ Ay

N| Conclusion : Ona 1+3+5+:---+(2n+1)=(n +1)2 pour tout entier naturel n.

@ Exercice 6

: e u :
N Soit (u, ) lasuite définie par : u, =0 etu,,, = E“ — 4 pour tout entier naturel n.

N

N| 1. Donner une conjoncture pour la monotonie de (u,)

i1 2. Montrer par récurrence votre conjoncture.

N
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@ Correction

@ 1.0na:u,=0; u1:%_4:_4 : u2=%4—4=_—24et u3:__24_4_ﬁ

5 5 5
N

Donc (u, ) semble étre décroissante.

2. Montrons par récurrence que u,_,, <u_ pour tout entier naturel n.

N|
@ n+1

@ Initialisation :

@ U, =0 et u, =—4donc u, <u,.
@ La propriété est initialisée.
@ Hérédité :

@ Supposons que u ., <u, avec p un entier naturel fixé et montrons que u_,, <u
@ Par hypothese de récurrenceona: u

p+1 °

pi1 <Up

@Donc 4<u——4.
5 5

@D ou U, <

N|

u,, donc la propriété est héréditaire.

Conclusion : u_, <u.pour tout entier naturel n .

n+l

% Donc (u, ) est décroissante.
@ Exercice 7

@ Soit (u, ) la suite définie par : u,=1etu,,,

N 1. Donner une conjoncture pour la monotonie de (u,)

N| 2. Montrer par récurrence votre conjoncture.

@ Correction

N 7x1 . 11 g
@1.Ona:u0:1;u1=—+1:—z2,75;u2= 4 +1="2=581et
4 4 16

S

@u _ 16 1_715
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] Lasuite (u,)semble étre croissante.

N

2. Utilisons la fonction f définie sur R par : f(x):%x+1

@ f est une fonction affine de coefficient directeur % > 0donc f est croissante surR et on

N

a:u,, = f(u,) pour tout entier naturel n.

il Montrons par récurrence surn que u,, >Uu, .

@ Initialisation :

11 i
N D’apres a, U, = n et u,=1; donc u, >u, alors la proprieté est initialisee.

Hérédité :

Supposons que u ., > U, avec p un entier naturel fixé et montrons que u_, >u_,,.

N

D’apres I'hypothese de récurrence u,,, > U, et comme la fonction f est croissante sur
i Rona: f(up)> f(u,) soitu,,>u,,.

I\l Donc la propriété est héréditaire.

@ Conclusion :

@ u,,, = U, pour tout entier naturel n.

N Donc (u, ) est croissante.

[l 4l () 4l 4l () Al () af) 4l
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