GUESSMATHS
Revue n°2 .

Chapitre « Suites Namérigues»
2éme Bac SC. Maths A et B

Contenne dn chapitre .

- Résumé du cours

- EXxercices d'application

- Astuces et méthodes

- Série d'exercices torrigés

1% Conseil aux bacheliers afin de bien préparer leur Examen

Comme dit le proverbe frangais « rien ne se perd rien ne se crée fout se transforme »
Alors le secret de la réussite c'est de travailler régulierement.
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les suites numérigues
Péfinitions .

1) on dit que la saite(y,),  est croissante si: (Nnzn), 4 <4

n+1

2) on dit que la suite(y, )Mb est décroissante si: (N2 n), 4 > 4

h+1

4) on dit que la suite (4,),., est constante si (Vuzn) u =4,

5) on dit que la suite (4,) , €51 monotone si elle est croissante ou décroissante

n>

Suites bornées

Définition .

1) on dit que la suite(4, )wo est majorée s'il existe un réel M tel que : (Nn=n,),; 4, <M
2) on dit que la suite(4, )wb est minorée s'il existe un réel m +el que : (Nn=n),; m< g,
3 ) une suite est dite bornée si elle est 4 la fois majorée et minorée

(Ynzn) m<y <m

nz

Remarque : (4, )wb est bornée ssi (|4)) , €5t majorée

Suite arithmétigue :
Définition :

On dit qu'une suite(y, )wo est arithmétigue s'il existe un réel r +el que .

(Vuzn), u,, =ua+r.leréelrsappelle la raison de la suite arithmétique(y,),

1) Trols réels a ,b et ¢ dans cet ordre sont en progression arithmetigue si :a+ ¢ = 2b
2) Terme général dune saite arithmétigue
Si (4, )wzwo est une suite arithmétique de raison r alors .

(Vuzn)(Vpzn) 4 =a+(n-p)r
Si le premier terme est dyalors . (Nn=n), 4 =g +nxr
3) Somme de termes consécutifs dune suite arithmétique

Si(4)) | 65t une suite arithmétique de raison r alors ;

n2

a.+4,

n(n+9
2

Cxemple : \+ 2+ +u=

Suite aéométrigue
Définition .

On dit qu'une suite(y, )”Z“o est géométrigue s'il existe un réel q tel que :

(Vu=n), a,.,=au,. Leréel qsappelle la raison de la suite géométrigue(4, )

n2r,

1) Trols réels a, b et ¢ dans cet ordre sont en Progression Ggeometrigue si . ax b =c*
2) Terme général d'une suite géométrigue
Si(4,),,,, estane suite géométrique de raison qalors : (Vn 2z )(Vp2n) d =u xq"”
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Si'le premier terme estu, alors . u, =y x 4"
3) somme de termes conséeutifs d'une suite géométrique
Si(4, )”Z”o est une suite géométrique de raison q tel que 4 # 1 alors .

/\_4’4—/’”
MP+MP‘H+“.+MW: MPX (vj

Exemple : A+ a+a* ++a" =

Soit (4, )mo une suite
1) On dit que la suite(y,) _ +end vers +osi (NA>0)(INe€IN)/(Yn=N):u,> A

On écrit . lim u, = +o0

1—>+0

2) on di+ gue la SM/ﬁf(MM)M% tend vers —o si: (NA>0)(ANeIN)/(Yn2N):u,<-A

On éerit . lim u, = —oo

1—>+00

3) Soit ! e IR .
On diit que la suite (4,), . tend vers [ si: (Ve >0)(AN € IN)/ (V= N):|u,~/|<e

On éerit: lm u, =1

1—>+00

Remargue : la limite si elle existe est unigue

Exemples . lim Jn =+, lim Yn =+, lim ip =0 avec peIN" ; lim A o

N—>+00 n—>+00 n—>+o f) n—+0 [
Sia>0 dlors im n* =+ et lim 4 =0

N—>+00 N—>+0 M

Définition
Si une suite admet une limite finie on dit qu'elle est convergente sivon on dit qu’elle es+
divergente
Eemarqgue

* Si une suite est convergente alors sa limite est unique
* Toute suite convergente est bornée
o limu=/< lim(a~-/)=0

#—>+0 7—>+00
o limu=0< limla|=0
/—>+0 J1—>+00
Théoremes de comparaison :
Soient (u,) eH(v,) deux suites numérigues telles que 4 partir d'un certain rang n, on
a.u,sv,
1) Si(u,) et (v,) sont convergentes alors : lim u,< lim v,

7—>+00 7—>+00

2) Sillim u,=+0 alors lim v, =+

7—>+00 n—>+00

3) Silim v, =—00 alors lim u,=—x

7—>+00 n—>+o0

Critéres de convergence :
1) Soient (u,) , (v, ) eH(w, ) trois suites numérigues telles que 4 partir d'un certain
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rang m,ona:v, <a,<w,
Si(v, ) et(w, ) sont convergentes vers la méme limite | alors (u,) est convergente et
i u, =

N—>+00

2) Si |a,—1|<v, a partir d'an certain rang n et im v, =0 alors (u,) est convergente

n—>+00

et limu, =/

7—>+00

La monotonie et la converaence .

1) Toute suite croissante et majorée est convergente

2) Toute suite décroissante et minorée est convergente
3 ) Toute suite croissante et non majorée +end vers +oo
4) toute suite décroissante et non minorée +end Vers —o

Limite //5(4” ) :

Sig > alors lim 4" =+ et silg| <A alors lim 4" =0

7—>+00 17—+

Si g < alors (4” ) na pas de limite.
Suite de la forme u,., = f(4,)

Théoreme .

Soit I un segment, et soit (4,) la suite définie par :uye T et a,, =1 (4,) .

Si I estcontinue sur T, (L) = I et(u,) est convergente, alors la limite de (u,) est la
solution de [Equation £ (x)=x

Suite de la forme u,= £ (v,)

Si lm v, =/ et festcontinue en |, alors(a,) est convergente et lim u,=£ (/)

n—>+0 1—>+0

Suites adiacentes
Définition .

Deux suites(u,) et(v,) sont dites adjacentes si :

1) la suite(u,) est crolssante et la suite (V) est décroissante
2) lim (a,=v,)=0

prtoo
Théoreme :
Si deux suites(u,) et(v;,) sont adiacentes alors elles sont convergentes vers la méme
limite

Limites des suites : Méthodes

1) Si on Veut montrer quane suite(u,) est monotone.

» Oy peat ctudier le signe de u,,.—a,.

M \
o On peut comparer—=" et avecod u,#0.
u

n

° Oy peat compareru ,etu, ; pUis faire une démonstration par récurrence.

° On peut si(u) est définie par u,, =F(u), atiliser les variations de £ et faire une

+1

démonstration par récarrence.

www.guessmaths.co E-mail : abdelaliguessouma@agmail.com WhatsApp : 0717467136



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

2) Si on veuat montrer quane suite (4,) est convergente.
° On peut montrer que(u,) est croissante majorée (ou décroissante minorée).
» On peut  encadrer (4,) par deux suites convergentes de méme limite.
o Oy peut déterminer i u en utilisant les opérations sar les limites.

n—>+0

° On peat montrer quelu,—I|<v, et limv, =0 .

1—>+00

3) Si on veut montrer quune suite (u,) est divergente.
® Oy peut déterminer lim 4

1—>+00

» On peut trouver une suite (v,) telle gue u <v, et lim v, =—wou telle que u 2 v,

et limy, =40

n—>+0

» On peut supposcr que (4,) converge vers | et on aboutit 4 une contradiction.

4) Si on veut chercher la limite dane suite convergente(q,).
° Oy peut déterminer lim u, en utilisant les opérations sar les limites des suites,

si possible.
° On peut chercher le point fixe, c'est-d-dive la solution de 'Equationf (x)=xod

est une fonction continue sur un segment I telle que 4., = (4)
° On peut écrire u, sous la forme u, =1 (v,) od f est une fonction continue sur un
segment T et (v, (v,) ane saite convergente vers un réel appartenant 4a 7.

5) Si on veut montrer que (NneIN), |u,, —{| < k|4 —/|

° Oy peut utiliser la différence et l'encadrement.
o On pent utiliser linégali+é des accroissements finis.

@) Si on veut montrer que . (Nne IN), lu, —I| <k |y —|

o On peut montrer par récarrence.
o Oy peut utiliser la méthode d'i+ération. (produit +erme a +erme)

7) Si on veut montrer que deax suites (u) et (v,) sont adjacentes,

e Oy peut utiliser la définition.
» On peut montrer que(u,) est croissante majoree, (v,) est décroissante minorée,

appeler [ et I lears limites et montrer quel =1'.

Calealer la limite de la suite(u,)  dans chague cas suivant :

n n n
U, =, —— ; (2k +1)
u, =“4+——
Zk
k=1
u =n—(—1)" Un:a:_b:
n n+(—1)n O<Z<+bb

www.guessmaths.co E-mail : abdelaliguessouma@agmail.com WhatsApp : 0717467136



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

U, ZH

_1<k<n=Jn’+1<Un’ +k <4’ +n

1 1 1
= < <
Jn2en  Jn?2+k An?+l

n n n
= < <

Jn2+n  Jn?+k  An?+1

0 n . n

ZJ S <3

nP+n mn+k  Snt+1

<
2
onc :
( \/n +n
n? n?
E+ lim = lim =400
\/n \/1+1
n
Pod . lim U, =+
3 (2K +1)
° Un — k=1
Zk
k=1
n 3+2n+1
ona: ;(2k+1):( hl n2+ )xn =n(n+2)
E%Zn:k= n(n+1)
1 2
n(n+2) | n+2
pone Uy = n(n+1) =2x n+1
2
2x}fx(1+2j
Dodi : limU, = lim —1”
X—>+00 X—>+0 /]7{ (14_ j
n
2x[1+ij
= lim =2
X—>+00 1+1
n
REC
n+(-1)"
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Ona:(vneIN’) -%g(_l) g%

E+ lim (lj: lim (_—1}0
x—=>+o\ N x—>+o\ N

LPove . lim ﬂ =0

X—>+0 n

Pod. limU, =1

X—>+00

U =1
Solt (un ) la suite numérigue définie par . U, =u + 2_n “VnelN

Exprimer Uy en fonction de n ,puis déterminer la limite de (u,).

1 n-1 n-1 1 k
OMﬁ.'Uml—Un:?: (Uk+1_Uk):Z(§j

o]

Pone . limU, =3 [car :-1<%<1; lim (lj :0]

n—+o0 n—>to| 2

Soit (U.) la suite numérigue définie par :
ot (U,) que définie p 0 1[§+UHJ:VHGN

1) a-Montrer que : (VneN): U, >3
b- WMontrer que la suite(U,) est  décroissante.
¢- En déduire que (U,) est convergente
1

2) a - Wontrer que(vnelN) ; Un+1—\/§SE(Un—\/§)

b - En déduire par récurvence que . (YnelIN) : U, —+3< 6) (4—\/5)

¢- Calenler la limite de (U,)
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1) a) ePour n=0 U, =4>+/3
® Soit neIN
Supposons que U, >~3 et montrons que

Un+l >\/§
1( 3
ona. Un+1—\/_=§(u—+unj—\/§

dove : U, >3
Conclusion .
On a montré par récarrence que (YneIN) U, >3

1/ 3
p)U,.,-U == =—+U,_ |-U
J n+l n Z[U nJ n

_3-y,
2U,
E+U, >3 done :U2>3 alors U, -U, <0
DPou . (U,) est une suite décroissante

¢) (U,) est une suite décroissante et minorée done elle est convergente.
1 1 B RS
2)a)ona. E(Un ~3)-(U,,-+3) ==(U,-3)
1 U, -3
= E(U n_ \/é)(l— U J

n

Ve

Or U, >3 alors Un—x/§>05+u—3>0

n

1

Done : (¥neIN) (Un+1—\/§)£5(un—\/§)
b) WMontrons par récurrvence que .
(VnelIN) ; un—ﬁs(%]n@—\/é)

e Pour n=0

o0 U, -a=4-B[ 1) (4-+8)

Done la proposition est Vraie.
e Soit neIN
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Supposons que (Un —J§) < [%T (4—\/5)

Et montrons que . (U,.,—3) < Gjnﬂ (48
On a d'aprés la question 2) b) :

(vneIN) (un+1—\/§)g(%j(un -3)

Do ; UM_@S@X[%)"@_@)

Alors /U, -3 < (%)nﬂ(m\/é)

Dod la proposition est vraie pour (n+1)
Conclusion .
On a montré par récarvence que .

(VnelIN) ; Un—\/éﬁ(%jn@—x/é)
¢)Ona:(vnelN) 0<un—\@s(%jn(4—\@)
0, Bls( 3 (+-46)

Oor.: —1<%<1 done : lim (ljn(4—«/§)=0

N—+o0 2

alors .

Dod : limU, =3

nN—+o0

Soitt une fonction continue sur R e+ Vérifie les conditions suivantes :
e lim f(x)=—o0c#lim f(X) =+

° (v(x,y)eRz)H(x)— f(y)+x—y|s%|x—y|
1) WMontrer que I'équationt(X) =0 admet une unigue solutiona dansR .
2) Soit (u,) la suite namérigue définie par :

Uy =—
2
Uy, =f(u)+u, ; neN

a- Woirtrer gue (eN) |u,,-al<2lu, —a
b- En déduire que la suite(u,) est convergente et déterminer sa limite.
¢-On pose . (VneN) S, = Zn: f(uy)-

k=0

Wontrer que la suite(S,) est convergente et déterminer sa limite .
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7} Solt (X; y) e IR® %5/4%5 SXEY

Done £ est strictement décroissante sur TR

f(x)-f(y)+x-y|<

Ix-y| =
2

Et+ f est continue sur IR, alors f est bjjective de TR vers f(IR)= JXILTO f(x); lim f(x)[ =IR

E+ 0e f(IR) done [équation f(x)=0 admet une unigue solution a dans ITR.

2)a)v(xy)elR® ; f(x)—f(y)+x—y|£%|x—y|
Four x=U, et y=«a
Oon 0%%/6/475‘|f(Un)—f(a)+Un—a|£%|Un—a|

1
Upa =+ el <20,

1
|Un+1—05|SE|Un —a|

Lone

Dod .

b) WMoutrons par récuarvence que .

(VnelN) |U, - s(%j (%)

o pour n=0

[0
2
Done . la proposition est verifiee pour n=0
° 50/47L nelN

ona. |U0—a|:‘%—a‘:‘

L
2

Supposons que . |J, —a|< (%) (%)
1 n+l a
£t montrons que . |J,,, —a| < SIRE:

Daprés la question 2) a) on a .

1
|Un+l—05|£E|Un =

Et par hypothése de récurrence |J,-al< (%) (

)
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Dot |0, —a| < lx(l) (zj
2 \2 2

1 n+l
Do ¢ |U, ,—af s(_j (ﬁj
2 2

Conclusion :
On a montré par récarvence que :

(vnelN) |U,-q s(%} (%)

Ona.! lim (E) -(ﬁ]zo (car —1<£<1j
N4\ 2 2 2

Dapres les criteres de convergence ,(U,) est convergente ; et ona . limU, =a

n—oo

¢) Soit (NeIN) S, =3 f(U,)

(04
=Un+1_U0 =Un+1_5

Etona: limU, =adlors limU, =«

N—>+o0 N—>+o0

Done (S,) est convergente et lim S, :a—% :%

N—+o00

lims, =<
2

nN—+w

On considere les deux suites namérigues (U,) et (V,) définies par: U, => = et

k=0 3"
nok

Vn :Zg_k

k=0

1) Déterminer la limite de la suite (U,)

2) WMontrer que : (YneIN) 3V, =U, +V,.

3) Montrer que . (WVneN) V,<3.

4) En dédunire que la suite(N,) est convergente et déterminer sa limite.

1 - 1 n+l
or .'—1<§<1 donc lim| = =0

n—o 3
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Dod :|limU, :g

nN—+w

Pone :|(VnelIN) 3V, =U +V,

3) Montrons par récarrence que : (VnelIN) V, <3
® pour =

Ona:V,=0<3

Donc la proposition est vraie pour n=0

® Soit nelN
Supposons que ‘N, <3 et montrons que :N,,, <3
Ona:V,<3et U, sg

Lone: N, +U, £3+g

o) Conclusion .
On a montvé par récurvence que : (YneIN) V, <3

4)Ona.:N

n+1- Vn T F
Done . (V) est une suite croissante et majorée par 3

Dod : (V) est une suite convergente
On pose : limV_ =1 alors limV_, =1,

On a d'aprés ce qui précéde 3,, =V, +U, ; alors :im ;= lim (V, +U, )
Pone : 3l :I+g
3
lors : 1==
& 4

Dod :|limV, :%

nN—+o
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Pour tout neIN*on pose . U, = E(kx) ovix e R.

k=1
Wontrer que la suite(U,), . €5t convergente et déterminer sa limite.

Four tout X e IR et FPour fout nelIN” ,on a .

kx —1< E(kx)s kx :Zn:(kx—1)<Zn:E(kx)gzn:kx
k=1 k=1 k=1

:xki;k—n<k2n_;E(kx)£x n k

nin+1 n n(n+1
( 5 )-x—l<i2 E(kx)< ( - )-x
2n n n° i 2n
n
—+1~x—l Un§—+l-x
2n n n
orim™ oLl criimico
n—>+0 2N 2 N—+0 )
Douc ¢ lim (“—”-x—ijz lim (”—”-szf
n—>+o\ 2N n n—>+o\ 2N 2
Doa : (U,) est convergente et .
limu, =2
N—+o0 2

U, =0
Soit (U.) la suite numérigue définie par . 1+ /tanU
(V) 4 finie p Unﬂzarctan{& ; neN
1) WMontrer que(WVneN) 0<U, < %

2.) Montrer que la suite(U,) est convergente et déterminer sa limite.

1/ Montrons par récarrence que (vneN)0<U, < %
o Pourn=0.:U,=0
Ona.:0<U,< %

Done la proposition est vraie poar n=0
® Soitn€eN

Supposons que : 0<U, < % et montrons que : 0<U,, < %

1+, /tanU
Oona. osuns%, 0<tanU, <1 ot 0<=——"<1
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. 1+, /tanU
Dovi O<arctan| —N— 0 | <7
2 4
Donc : 0<U, g%
Conclusion .

On a montré par réearrence que . (vneN) 0<U, s%

2/ pour n=0
Ona:U,=0 etV :arctan% done U, <U,

Soit neN
Supposons que U, <V, ., et montrons gue U, <U, .,

Ona:0<uU, <Un+1<%

T

Alors : tanU, <tanU, [Ia fonction tan est ,/*sur [O; ED

1+ JtanU, 1+, /tanU,

onc <
Lon > >

. 1+./tanU 1+4/tanU
DP’ou . arctan (T"} < arctan {%}

Alors : U, ,<U,,
Pone : (Vn € N) Un+1 <Un+2

Alors : (YneN) U, <U_,

Do (U,) est strictement croissante et (U,) est majorée par % done elle est

con \/5@514%5

e Soit. f(x)=arctan

[@]; VX e [O; Z}

4

T

U..=f(U,) 5+U0=0€|:0;Z[

n+l

ona.

lim f (x)= lim arctan =
x—>% x—>%

z
2

(1+\/MWJ
2

%6
2

. N T
Done + est continue 4 gauene en 5

o /) x—>tanx est continue et positive sur [0;%} hqo;

DPod f est continue sur [0;%}

www.guessmaths.co E-mail : abdelaliguessouma@agmail.com WhatsApp :

T

(Car lim tan x =400 )

)=

0717467136


http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

(VX S [O; %D 0< f(x) <% done : [[0; %D c [O; ﬂ et (U,) est une suite convergente done

limU, est solution de l‘équation : f(x)=x Soit xe [0;%}

[1+MJ:
2

f (x)=x <> arctan

& 2tanx—+/tanx -1=0

o AJtanx =1

<:>tanx=1<:>x:%

Do équation f(X)=x admet 2 solutions = 3 et X 7 AEMONTre par récurrence que .

0<U. s% Aone % west pas solution. Pod : limU_ ==

n

Soit (U,), . 14 suite namérigue définie par (vn=1) u, = P
k=1

1) Montrer que(vneN’) u, -u,> 1 2.) Déterminer la monotonie de la suite (u,)

2 ) &n dédnire que la suite(u,).

neN”

. 55% divergente est que lim u, = +oo

N N—+0

1/ Soit neN’

2n 1 n 1 2n 1
0/4% "UZI"I _Unzz—— —_= —_
oK ok Gak
Soit:n+1<k<2n
2n 1 2n 1 2n 1
Aors: <t I 32 %2
2n Kk n+1 k=n+1 2n k=n+1 K k=nz1 N +1
Done .‘LSUZH—UH_L
2n n+1
Pou : U, Unzl
2
n+l
2/0na:U,,-U, =3kt 1 g

ok gk n+l
Alors . (U,) est strictement croissante
3/ Supposons que (U,) est majorée e+ comme (U,) croissante alors (U,) est

convergente . On pose || = ILrPU alors I|m Uy, =l etona: (VneN*)UZn—UnZ%
Lone . Iim(UZH—Un)z%
1
Alors .'(I—I)zE

DPod: 0> % ce qui est absurde

www.guessmaths.co E-mail : abdelaliguessouma@agmail.com WhatsApp : 0717467136



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

Done (U,) ne peut pas étre majorée, et comme (U,) est croissante alors elle est
divergente e+limU, =+ow

Soit ., la fonction définie sur [0%} par f,(x)=x-n+nsinx od nelN’
1) a- Etudier les variations def, .

b- Wontrer gue | éguation t (x)=0 admet dans [0%} une solution uniguea, .

¢- Vérifier que : sin(a,) =1-22
n

2)  a- Montrer que pour tout X 4/5{0,%}, fa(x)<f,(x)

b- En déduire que la suite () est crolssante
¢- WMontrer que la suite (a,) est convergente
d- Calealer la limite de sina, en déduire la limite de a,

1) a- £ est dérivavle 5/4/{0, %} et on a . poar tout X 6/6[0, %} ,; f'(X)=1+ncos
n>1 ¢+ cosx>0 dons 1+ncosx>0

Alors £'(x)>0 dou t est strictement croissante sur {Oﬂ .
b- f, est continue et strictement croissante sur [0%} et f,(0)=-n et f, (%j :% .

Pone f.(0)x f (%) <0 (car -n<0 ) et daprés le Théoréeme des valears
intermédiaives ;I'équation

f (X)=0admet une unigue solution a, dans {Oﬂ .

¢- Vérifions que : sin(a,)=1-22
n

ona: f(a,)=0
done : a, —n+nsin(a, )=0
n-a, . «a

dod :sin(e,)= =1-—

n
1) a- Soit xe{o,ﬂ S ()= £ (x)=(x=(n+1)+(n+)sinx)=(x=n+nsink)

=-A+sinx
et comme sink <A alors A+ sinkx <0
dod : £,,(x) S £ (x)

b-ona: (Vx € [O%D Sf L 00<f (%)

et comme a, et a,,, sont deux Eléments //5{0,%} alors : £ (@) < f ()

n+l
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or f(an,)="f(a,)=0 ;alors: f (a,)<f, ()
f est continue et strictement croissante sur [o,ﬂ Jdone . a, <a,,,

Dod la suite (a,) est crolssante.
¢~ On ala suite (a,) est crolssante et majorée par %,d”oy? elle est convergente.

a- & Caleal de lim sin(a,)

N—+0

On g (a,) est convergente, posons | = lim a, ; 0<a, s%, A'od 0<I s%

nN—+o0

Etona . sin(a,)=1-22 ; et limZ2=0 (car|=lim a, etlim L0 ) dowe:

n N—+o0 n N—+o0 N—+o0 n

lim sin(e,) =1

N—-+o0

& Caleul de lim a,

n—+o0

On a im a, = et la fonction x sinx est continue sur IR, en particalier en | done

nN—+ow

limsin(,)=sin(l) et limsin(a,)=1 ; dod sin(1) et comme 0<I S%ﬂ/()/”s I:%
2

n—>+o0 n—>+o0

. T
Pone : lim a, ==

nN—+w

1) Wontrer que pour +out n deN” I'équation tan [% xj - ﬁ adme+ une anigue solutionx,

dans lintervalle]o,]]
2.) Montrer que la suite(x,), » | €5t convergente
3) péterminer lim x, et lim Jnx, .

N—-+o0

T

1/ On pose gn(x):tan(%xj—m

UiXi-> %x est continue sur 10,1 eru(]0.4]) < }O%{ et x> tanx est continue sur }0, %{

donc X s tan (% xj est continue

sar 10,4 x> % est continue sur )01

alors g, est continue sur 10,1 et

vxel0,1 g, (x) =%[1+tan2 (% XDJFﬁ >0

Done g, est strictement crolssante sur 0,1
Dod g, est bjective de 101 vers g,(]0.4)=R et 0eR done [Equation g,(x)=0¢est-d-

dire tan (% xj - % admet une unigue solution x, dans 10,1
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. . ~ _x(r 1
2/ 50 3] 10,0000, (0= 1L )0
DPone . 9, (x)>9,(x)

X, &t X, dans [0,1]

pDW& ; gn+l(xn+l) > gn (Xn+l)

E+ ‘. gn (Xn) > gn (Xn+l)

Car: 9,(%) =0y (Xu)=0 etona. g,continue strictement croissante sur 10, done

X, > X

n+1

dod la suite (x,) est décroissante ; et elle est minorée par O ; alors (x,) est

con \/5@%7‘5.
T

3/ On pose | = lim x, alors 1€[01] et ona. tan(%xnj:m

Ona: x, estdéeroissante done . (YneN')x, <X alors lim x, <% d0d 1<x <1 done | #1
—>+0

T T . T
Onacsxtan|l —x |=— e+ lim|—|=0
Y/ " (2 ”j 2n n»m[ZnJ

N—>+o0

Pone lim X, tan (% xnj =0

On a lim x, =1€[0;]] e lim (%XHJ:£| et %I e{o;%{ et x> tanx est continue SM/{O;%{

N—+o0 N—>+o0 2

et en particalier en (%Ij done :lim tan (% xnj =tan (% Ij

nN—-+o0

or. Ixtan(zljzo
2
Lone : 1 =0 ou tan(%ljzo

lors : | = = Z1leloZ
Alors | Oou2I 0&&%(2 je[ 5

Pod | =0 et par suite limx =0

X—>+0

- Calealons lim Jnx,

N—+o00

ona. tan(%xnj— i

- 2nX,
tan (72[ xnj
Done : —=ZLxZx ="
% 2 2nX
7Xn n
2
T
tan (x )
, " 1
Pod ﬂ2 =—
7Xn n.Xn
2

1
Alors : nex; =— (carx, >0 )
tan ( an

7Xn
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Dod .

Done : lim Jnex, =1

n—>+w

Car lim (fxnjzo done :

n—>+o| 2

v/
tan (2 xn]
" 711

T
2%

lim

n—-+oo

1/ Soit n un entier naturel non nul.
Wontrer que l'équation ;X" + X" +...+ x=1=0 possede une unigue solution dans[0,+oo[ .
on la note a,

2/ Montrer que la suite (a,) . €5t décroissante. En  déduire qu’elle converge.

n+l
_lte,

3/ WMontrer que, pour tout entier naturel n>2 :q 5

4/ Peterminer lim a," . En dédnire lim o, .
1/ Soit neIN* | PosonsP,(x) =x"+x" +.. . +x-1
On a P, est une fonction polynome, dove elle est continue sur IR, et en particalier sur
[0;-+oo]
P, est dérivable sur [0;+o0| et pour tout xe[0;+o0] B/ (X)=nx""+(n-1)x"?+...+2x+1
Alors : P/ (x)>0 (car x>0 )
DoncP, est strictement crofssante sur [0+ ; alors P, est bjjective de [0;+0| vers
P, ([0s+00[) = [~ +00[ , &7 commeQ e[-L;+o0] , alors ['equationP,(x) =0 admet une unigne
solution a, dans [0;+o0] .
2/ WMontrons que (a,) est décroissante.
(X)=P,(x)=x"* e x">0 ,donc P, (X)>P,(X) et comme
., €[00 alors P, (a,,) 2 Py(at,,) jor Pi(a,.) =P (a,)=0 ;alors : B(a,) 2P, (a,,)

Soit xe[0;+0[ ona: P,
P, est une fouction continue et strictement croissante sur{0;+o| donca, 2 a,,, ; dod(a,)

est décroissante,
On a (a,) est décroissante et minorée par O (car a, 20 ), alors (a,) est convergente .

n+1
3/ Montrons que (Y\n=2) ! a, = 1ta,

Ona:P(X)=x"+x""+...+x-1
Alors P (x)=(x"+x" 1+, +x+1) -2
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__yhtl
=1 X 9

1-x
et P@Q)=n-1,n-1>1 (carn>2 ) donc:P,1)#0 et onaP(a,)=0 , et comme a,est
1_ann+l

unigue dans [0;+oo] et 1e[0;+0 alors a, #1, d'od : Py(a,) = -2

n

n+l
l-«a,

P(a,)=0 ,dou: =2

_an

n+1

» 1+
Alors i 1-a " =2-2a, Jdod : 2a, =1+a,"" , ¢t a, = (Z”

4/ péterminons lim a,"*

N—-+0

Pour tout n=2 ,ona:P Q) =n-1 et n-1>0 dowc:P,1)>0 et P (0)=-1

dlors PO)xP.()<0etona.: Pla,)=0, donc daprés le théoréme des valeurs
intermédiaires : 0<a, <1 et comme (a,) est décroissante , alors : Four fout n=2
O<a,<a, <l jalors : (Vn=2) 0<a, " <a,"* jona:0<a,<1 dovc lima," =0 ; glors

n—+oo

lim o, =0,

N—-+o0

Déduisons lim a,

N—+0

1 n+l
Ona.:(¥n=2) :a,= %
: 1t . 1
£ lima," =0 , donc lim —%n 1 dlors : lima, ==,
N—>-+o0 N—>+o0 2 2 N—>+o0 2

On considere la fonction f:x — :
1+sinx

1) a-Montrer gue . (VX e[o,ED L f(x) = —COS X
2 J2

3
(1+sinx)2

b- Montrer gue .‘(VX € [O%D ()| < %

2) Montrer gue l'équation t(X)=x admet une unigue solutiona ﬂ/ﬂms[o,ﬂ .

3) Soit (u,) la suite numérigue définie
Far u,=0 et u = f(u,) pour foufneN.
v

a-Wontrer que (VneN):0<u, < 5

N

b-Wontrer que (WVneN):|u,,, —a| < 72|un —a

n+l

c-En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.
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1/ a- £ est dérivable : vx e [0; %} f'(x)= 20X

2[ 2 J(l+sin x)2
1+sinx

_ —COSX
=3
V2 (1+sinx)z
b- Soit XE[Q%}OW&].‘ f’(x)zLx3
J2(L+sinx)2
pone ;- |t(x)=———
J2(L+sinx)2
Etona.:0<cosx<l ef0<sinx<1
Aors ¢ OSX N2

<
\E(l+ sin x)2 2

3
£t x/§(1+sin X)2 > 2 downe O<;3s—2
\/§(1+sin X)2 2

Lone . VXE{O;%} ‘f’(x)‘g V2
2/ Soit g(x)=f(x)-x

Xt 1+sinx est derivable sur [O; ﬂ et strictement positive sur {o;%} et x> est

1+sinx

dérivable sur [o ﬂ et X =X est dérivable sur [0; %} done

Dod g est dérivable sar | 0,2 | alors g est continue sur o Z et pour tout xe|o:Z|ona .
J 2 Z ) "2

2

g'(x)=f'(x)-Let |[f'(x) s7<1

Alors : =1< £(x) <1 done : g'(x)<0

on conclut que g est strictement décroissante, alors g est bjective de [0; ﬂ vers
{l—%;ﬁ } et 0e [l—%;ﬁ } done 'équation t (x)=x admet une unigue solutione dans [0; %}

3/ a- Montrons par récarrence que (¥YneN)0<U, < %
o Pourn=0,;ona.U,=0
Done » 0<U, s%
e SoitneN

Supposons que 0<U, s% et montrons gue 0<U,,, <

NN
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Ona.:0<U, < E fest strictement décroissante sur [ 2} donc :

f(%}sf(un)sf(o) 404 015U, <V2<7

Alors : 0<U

I\J|§1

n+1 —

Conclusion
On a montré par récarrence que .

(YneN)0<U, g%

b- On a f est continue sur { 2} et dérivable sur } %{ et (VX S }0;%D fr(x)|< %
Adapres linégali+€ des accroissements finis

Pl J2 _ 2
v(xy) €| 05 | (x)- f(y)|£7|x—y| et (U,;a)e|0 2 i/om 1t (U,)-f(a)< 7|un ~a

V2

Done : U, —q S7|Un =

¢- Wontrons par récarrence gue
(e, of<[ 2| b,

® Four n=0

Ona.J, —a|<[[J U, -«

Donc la proposition est vraie poar n=0
® Soit neN

n n+1
Supposons que : |J, —a|<[\/2_] U, —a| et montrons que . |U,,, a|<£\/zj Uy —a
Ona.J, —a|<£\/_J Uy —a (1)
s : V2
Et dapres la question 3/ b-on a U, —al < - U,—a| (2

de (1) et (2) on déduit que . |Un+1—a|££%j ><£|U0 —a

n+l
Done J,,, —a| < (ﬁl U, -«
2

Conclusion .

On a montré par récarrvence que (VneN)U, —a|< (\/—] Uy —¢f
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On a lim

N—>+o0

(ﬁ 2

7) =0 (car 0< - < 1) donc dapres les criteres de convergence,

(U,) est convergente et imU, =a

N—>+o00
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