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~
CORRECTION (x>0 ;a>0et (y;b)e IRZ) ‘ona:

EXERCICE 1 - (x+yi)*(a+bi)=xa+(x’b+a’y)i
x>0eta>0 donc xa>0et (x’b+a’y)eIR

. 2 .
1) & pour tout (x;y) deIR® , ona. D’ou (X+ Yi)*(a+bi)e E et par suite E est une

partie stable de(C ;*).

b) On a E est une partie stable de (C;*)et la loi *

=(a+bi)*(x+yi) est commutative et associative dans € alors la loi *
Donc #* est une loi commutative dans C . est commutative et associative dans E ;1 est

b- & pour tout (X, y) (a b) et(c d)de IR? ,on [’élément neutre de ((Z;*) et 1e Edonc 1 est
: [’élément neutre de (E;*).
[(X"‘ yi)*(a+bi)]*(c+di) Soit x+yieEalors x>0 ; yelR etd’aprés la
:(x +(x2b+a2y)i)*(c+di) question (1)d-) ; x+ yi admet pour symétrique le
1 vy. 1 y
(xa)c+((xa)2d +C2(X2b+a2y))i) (;_Fljet comme ;>0 et—Fe IR

+(x2(a2d +c’b)+(ca)’ y)i (Car x=0 etx>0 );alors (%—que E ,donc

x+yi)*(ac+(a’d +c’b)i) tout élément de E est symétrisable dans E pour laft
loi *

:(X+ yi)*[(a+bi)*(c+di)] D’ou ( E;*)est un groupe commutatif.
Donc * est une loi associative dans € ; alors : .
3) G={1+yi/ yelR}

c) 1 C et pour tout (x;y)de IR> Ona: N
. . . Ona: GcE (Carl>0)et1eG (Car 1=1+0xi )g
(34 i) L Le (i) = (X ) Do 6ag
Donc 1 est I’élément neutre pour (Qi ;*) Soit (1+ yi;l+ bi)eG2 ;1+bi € E et le symétrique
d) Soit(x;y)e IR xIR,ona: de 1+bi dans(E;*) est 1-bi,etona:

<x+yi)*(l—%i]mi{xw[—— | (A (bi) =Lt (Ex (b))
X X X =1+(y-b)i
Et 1+(y—b)ieG ; donc (G;*)est un sous-groupe

de(E;*).

B 1 vy.
Donc ( X+ yi)*| ———=1i |=1 X
(x+i) [x x* J 4) F={M(x;y)=( y}/x>0etyelR}
Et comme la loi * est commutative dans € alors : 0 X
Ona: F C_‘/(xé IR
(X+yl)*il_llj:(i_%lj*(x'kyl):]. a) na (@ ( )
X X

) X Soient M (x;y) et M (a;b)de F (x>0eta>0

X
=i e(Za|OI’8£ M (x: M (a-b) = X y) (a xa xb+ya
(X,X_ _ (’y)x(’)OX 0 a) (0 xa
symétrique de (x+yi)dans(C; ). Donc M (x;y)xM (a;b)=M (xa;xb+ya)eG

2) E={x+yi/ x>0 et yelR} (Car xa>0)

a) EcC Alors G est une partie stable de (44 (IR);x)

Pourtout x+yi et a+bi de E b) Soit x+vyi et a+bi deE(x>0eta>0)
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= M(xzaz'x2b+a2y)
M (a*;b)
=(x+ yl)xcp(a+bl)
Donc ¢ est un homomorphisme de (E ;*)vers
(F;x).
& Soit M (a;b)eF (a>0ethelR)
Cherchons un unique x+yi e E tel que :
o(x+yi)=M(a;b)
Ona: @(x+yi)=M(a;b)<=M(x*;y)=M(a;b)
x? a b
Q[ 0 )2,2):(0 aJ
o xP=aety=b
& X=+/a ety=b
(Cara>0)
o x+yi=+Ja+bicE
Donc ¢ est une bijection de E vers F, d’our ¢ est
un isomorphisme de ( E;*)vers(F;x).
c)ona ¢ estunisomorphisme de (E;*)vers
(F;x) et (E;*)estun groupe commutatif ; donc

(F ;) est un groupe commutatif.
Exercices 2

1) a) Le discriminent de [’équation (E) est :

L A=(1+i)’(1+m) —8im=2i(m-1)" %0
Car meC—IR etpar suite m=1 (1¢C—IR
. b) z=1+ietz,=(1+i)m

L ) m=¢e" ou 0<O<nm

L a- 7 +7,=(1+i)+(1+i)m

. — (1+i)(1+m)

- \/Eei% (1+€*)
0

,ig ig ig e
2t+e 2]:Ze 2 XCOS(E)

T .0

Donc z,+2, =~/26 4 x 2xe 2 xCos [gj

Et:m 1+e® =g (e

= 24/2 xcos (gj ei (gﬂ

.0<2<—donc : cos(2j>0 ;alors :

|2,+2,|= Zﬁxcos(g] et

9
vl Z[Zn]

b- Supposons que z,xz, € IR
Ona z,xz,=2ime IR donc meilR

Arg(z,+12,)=

Donc e ilRalors e:g (car 0<B<m)

- T

Et ,+2, :(1+i)(1+e'2]:(1+i)2 =2

(1-i)(1-m)
2

I1- 1) a-Montrons que : ® =

c+d

Q est le milieu de [CD], donc : 0=

Etona: d=be2=i (1+i)m , donc:

Ccxd_(t-)+(i-Dm_(1-i)(1-m)
2 2 2

b- Calculons b—_a:
(O]

b-a am-—a

o (@L-@-m) °T

\2
donc, b—a:—2(1+l) = -2i
® 2

c- Montrons que : AB=20Q et (AB)L(0Q)
b-a

Q)

b-a

Ona: __2i=2¢ 2

=2
Donc :

arg (ij = —%[27:]
AB =20Q
d'ou :l (O—Q—;E)E—g[&t]

Donc - { AB =20Q
(AB) L (00)
2) a- @ (0Q) coupe (AB)en H ,donc : H (AB)
d’oti A, BetH sont alignés .Alors E:Z eIR
& (AB) L(0Q) et H e(0Q), donc :

(OH) L(AB) ; d’oii - (E;ﬁ)zg[n
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Alors arg (Lj = E[rc] d’ou h cilR.
b-a) 2 b-a
b- d’apres la question 2) a- ;

ona "= |Ret cilR
b-a
(1)
h
-——  (2)

b-a b-a
En faisant /'opération (1) - (2) , on obtient :

h—

a
b-—

a
a

"b-a b-a
a(b-a)

b-a
b=(1+i)m=am ;donc:

Zxa(l—m)

2h=a-~———"=h=

Aom)

Donc: 2h=a-

Etona:

YA
1—i)Im(m)

i e <1+u){znlm< >J (1-

(

Alors

)

-1

i Exercice 3

1) a- Ona: 2969 est premier et 2969 Xn donc :
2969 An=1

Et d’apres le théoreme de Bézout : El(u;v) e 7?
[ Nxu+2969xv =1 d’ou :
JueZ/nxu=1[2969] .

b-Ona: n®+m’=0[2969]
donc u®xn®+u®xm® =0[2969] et
nxu =1[2969]
d’ou U°xn® +u® xm® = 0[2969] et
(nxu)’ =1[2969]
alors (ux m)8 =-1[2969]
doir [(uxm)’ | =(~1)" [2969]

2968

donc (uxm)™" =-1[2969]
C- supposons que 2969/ uxm alors
uxm=0[2969]

d’oi (Ux m)2968

1= 0[2969]
Ce qui est absurde donc 2969 Xuxm.

d-Ona: 2969 est premier positif et 2969 Xu x m
alors d’apres le théoréme de Fermat :

(uxm)™* =1[2969].
2) a- Supposons que 2969 \n alors d’aprés ce qui
précede :
(uxm)™* =1[2969] et (uxm)™* =-1[2969]
Donc 1=-1[2969]d ou 2969/ 2 ce qui est

absurde.
Alors 2969/n

b- Supposons que n®+m°® =0[2969)] et d ‘apres ce
qui précéde 2969/n donc n=0[2969]
alors ; n® =0[2969] d’or: : m* =0[2969].

Donc : 2969/m®.
Et comme 2969 est premier, alors : 2969/m, d ou

n®+m’ = 0[2969] =>n= 0[2969] et m= 0[2969]
Réciproquement, supposons que : ‘
n=0[2969] et m=0[2969] ; Alors :

= 0[2969] et m° 50[2969]d’oa :
n®+m° =0[2969]

= 0[2969] et par suite

n=
Donc: nf+md= 0[2969] = {m
Exercice 4

PARTIE I:
1) & lim f(x)=lim 4x(e‘x +%x—1j

X—>—00 X—>—00

= lim 4xe™ (1+%xe*—e*j:—oo
=-oo et lim xe* =lime*=0.)

X—>—0 X—>—0

(Car lim 4xe™

X—>—0

& lim f(x)= lim 4x(eX +%x—1j=+oo

X—>+00 X—>+0

(Car lim4x=+00 , lime™ =0 et

X—>+0 X—>+0

lim Lx-1= +o0)

X—>—0 2

2)a-Ona: Xx—>4x ; x—>e " et xn—>%x—l
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Sont dérivables sur IR ; donc f est dérivable sur IR,
et pour tout Xxe IR :

f'(x)= 4(ex +1x—1j+4x(—ex +1J
2 2

=4(e™ +x-1-xe™)
Donc: f'(x)=4(e™ -1)(1-x)
b- le signe de f'(x) est celui de (e —1)(1-x)

Fe ' -1>0ce 21l x>0 x<0

0 1

) / 0 \ f(l)/+oo

c- On afest dérivable sur IR ; et en particulier

sur B;Z} , f(gjxf(2)<0 et f est

strictement croissante sur B ; 2} d’ou d’apres le
3
TV.l: E|!(x€:|§;2|:/ f( )=0.
o1
d- f(a)=0 donc 40c[e “+Ea—1j 0

o %0 Donc: e“+%oc—1=0 ;

Dou: |e° zl—ioc
2

3)a-Ona: (VxelR) f'(x)=4(e™-1)(1-x)

& x—e X -1 et X—=>1-X sont continues et
dérivables sur IR . D’ou f' est continue sur

[0:1] et dérivable sur [0;1[ et f'(0)= f'(1)=0
et d’apres le théoreme de Rolle -
Ix, €104 / £"(%,)=0.
b- f'estdérivable sur IR etpour tout xe IR :
f7(x)=4e (e +x-2)
Soit x € [0,1]—{x,} .
f "est continue et dérivable sur IR alors f"est
continue sur un intervalle ferme de bornes x, et x

et dérivable sur un intervalle ouvert J de bornes x
et xd’oud’aprés le TAF:

(Fced) F(x)—F"(x)=(x=x%) F¥(c)

L(X): £G (c)

X — X,

Etona: (VxeIR) f®(x)=4e™(3-x) ; donc:
(vxe[0:2]) . F¥(x)>0 ;Alors £ (c)>0
(Car ceJ c[0;1]).

t"(x)

X=X,

f"(%)=0 et x=x, ,donc:

D’ou : >0

C- d’aprés la question précédente, ona :
f "(X)
X=X,
signe :

X 0 X,

f rl(X) _ 0 +

D’ou f"s’annule en x,en changeant de signe
Alors | (XO; f (Xo)) est un point d’inflexion de (C)

4)a-Ona: m lim f(x)=—co et

f(x
lim L = lim 4(e* +%x—1j

X—>—00 X X—>—00

= lim 4x(i+l—1
o xet 2 X

>0, donc f"(x) et x—x, sont de méme

(Car lim xe*=0"et lim

X—>—00 X——» X@

Donc (C) admet une branche parabolique de

direction [’axe des ordonnées au voisinage de — .
Ona: m lim f(x)=+0 et

X—>+00

lim m: lim 4(ex +%X—1}=+oo

X—>+0 X X—>+00

Donc (C) admet une branche parabolique de

direction [’axe des ordonnées au voisinage de +o.
b- Construction de la courbe (C)
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E T(Josa]) = f(Jeoi0])w T ([050])
= Jees0] [ f (1):0]
Donc f (]—oo;oc]) =]-00;0] d’ou :
(vxel]-oa]) : f(x)<0
2éme méthode :

D’apres la courbe (C) , on a (C) est dessous de [’axe
§ des abscisses sur ]-w;a] .

Donc : (Vx & J-w;a]) ; f(x)<0
b- I x) dx = 4I xe dx+J. 2x —4x)dx
& Par mtegratlon par parties , on obtient :
j: xe™ dx=[—xe™|" - '[Oa(—e‘x) dx
= [—xe‘x]z + I: e dx
=—ae —(e'“ —1)

=—oe “—-e%+1

mEnona:
—2X2:| :g
o 3

.[Oa(2x2—4x) dx=E x* —2a
—4e™ +4+EOLS -2a?

Donc :
I: f (x) dx =—4oe™

Et comme e™

" (x) dX=—4a(1—gj—4(1—gj+4+ga3—20c2
2 2 3

:—4OL+2({2/—,4/+20L+,4/+§OL3—M

_203_0q =24
3 2

J? f(x) dx

Ona: §<oc<2 et (VXe[O;a]) f(x)<0 etf

:1—3, alors :
2

Donc :

est continue sur [0;a](a > 0) donc :

.[af(x) dx<0
0
D’oi: a?—3<0donc o <+/3 ; et par suite :

g<a£\/§.

C- L’aire demandé est . S = J.:‘ f (X)‘ dx u.a

=1

dx—

(
2
5

2)u.a

PARTIE Il :

Uy<a et (VnelIN) U, =f(U,)+U
1) a- Montrons par récurrence que :

(vnelIN) U, <o

Pour n=0,ona U, <a

Soit neIN
Supposons que : U, <a et montrons que : U, ; <

Ona: U, <a donc: f(U )SO d’apres (5-a)

Alors f (U )+U, <a ;dou; U, <

Conclusion
(vneIN) U, <o

b-Ona: U, ,-U =f(U))et
(vneIN) U, <o
Donc f(U,)<0 alors (VvnelIN) U

Do la suite (U, ) est décroissante.

n

2) On suppose que 0<U, eton pose

~. 1 3

X)=e+=X——

g( ) 2 4
a- On a g est dérivable sur IR ,etona;

(VxelR) g'(x)=—e"* +%

L1 L1
- "+=>0ce " <=
2 2

3)
< —Xx<In| =
2

< x2>1In(2)
In2

>g(|n2)

Donc (vxeIR) g
1
In2)==| In2-=
o(In2) (n Zj

Ona In2>§ donc g(In2)>0
Dou: (¥xelIR)g(x)>0
b-Ona: f(x)+x=4xg(x) donc:
f(U,)+U,=4U,9(U,)
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d’ou U

n+1
Pour n=0
Ona 0<U,

Soitn €IN

Supposons que 0<U_ et montrons que 0<U_,
D’apres la question précédente, on

(vxelIR)g(x)>0

= Donc g(U,)=>0etcomme 0<U, alors
P 0<4aug(U,)

Et par suite 0<U

Conclusion :

(VnelIN) 0<U,.

c- Ona (U, )est décroissante et minorée par 0

Alors (U,) est convergente.

d- Soit ¢(x)= f(x)+x ,alors p(U,)=U
(U, )est décroissante donc : U, <U, <a ; donc
U, e [0,0L]

. gpestcontinue sur [0,0]

Soit x [0,a], alors f(x)<0(daprés (5-a))
Alors f(X)+x<o ,doi: p(X)<a

D'autre part : T (X)+x=4xg(x)soit

E o(0)=4x(x)

% Etcomme g(x)>0 et x>0, alors xg(x)>0
D’oi ¢(x)=0par suite 0 <¢p(x)<a

Donc : (p([O,a]) c [0,0L]

etona (U,) est convergente. Alors la limite de (U

et

n+l

est solution de ’équation (p(X) =X.
f Ona: p(x)=x<f(x)=0x=00ux=o
! Etcomme U, <U,,alors limU, <U,<a

nN—+0
limu, =0.

N—-+o0

Donc :

3) On suppose que U, <0

n+1

a- Montrons que : (VnelIN) U, ,-U <f(U,)
Ona: U, -U =f(U )etU,<U,

f est strictement croissante sur ]—o0;0] donc :
f(U,)<f(U,)doun:U,,-U <f(U,)

b- Montrons par récurrence que :

E (YneIN) U, <Ug+nf(U,)

¥ Pour n=0

Ona U, <U,+0x f (U, )est vérifice

n+l

)

Soitn €IN

Supposons queU, <U, +n f (U,)et montrons que :
U,, <U,+(n+1)f(U,)
D’apres la question 3) a-) ona:
U, <U,+ f(U,) et par hypothése de
récurrence U, <U,+nf (U,) on obtient :
U, <Ug+nf(Ug)+ f(U,)
Dou : U, <U;+(n+1)f(U,)
Conclusion
(VnelIN): U, <U,+nf(U,)
c-Ona(vnelIN) U <Uy+nf(
limnf(Uy)=—-o (car f(U

lim f(Uy)+nf(U,)=-0

limU, =—

N—+oo

U,) et
0)<0); donc

Alors :
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