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1" Conseil aunx bacheliers afin de bien préparer lenr
Examen
Comme dit le proverbe frawgais « riew ve se perd riew ve
se crée tout se travsforme »
Alors le secret de la réussite c’est de travailler
régulierement.




LIMITES ET CONTINUITE
(Partie 1)

T. Limite d'uve fouction a l'infini

1) Limite finie a l'infini

Intuitivement :

On dit que la fonction £ admet pour limite L en +oo si £ (x)est aussi proche de L que I'on
Veut pourvu due x soit suffisamment gravd.

Exemple :

La fonction défivie par £ (x) =2+ 14 pour limite 2 lorsque x +end vers +oo,
X

Eu effet, les valeurs de la fonction se resserrent autour de 2. dés que x est
suffisamment gravd. La distance MN +ewd vers 0.

Si o prend uw intervalle ouvert duelcondue contenant 2, toutes les valeurs de la
fonction appartienment a cet intervalle dés que x est suffisamment grand.

Défivition :

Ow dit gue la fouction f admet pour limite L en +oo si tout iutervalle onvert contenant
L contient toutes les valeurs de £ (x) des aue x'est suffisamment gravd et on note

lim #(x)=L.

X—>+00

Défivitions :

- La droite d'équation \ = L est asymptote a la courbe représentative de
la fonction £ au voisivage de +oo si (lim £ (x)=L.

X—>+0

- La droite d'équation y = L est asymptote a la courbe représentative de la fonction £
an Voisinage de —oo si lim £ (x)="L.

X—>—0
Rewmardue .
Lorsque x tend vers +w , la conrbe de la fonction "se rapproche” de son asymptote.

La distance WIN +end . vers D,

2) Limite infivie 4 l'infivi

Intuitivement .

Ow dit que la fouction £ admet pour limite +o0 en +oo si £ (x) est aussi gravd gue 'on
veut pourvu due X soit suffisamment gravd.
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Exemple :

La fonction définie par : £ (x) = x>a pour limite +oo lorsaue x tend vers +oo,

Eu effet, les valeurs de la fonction deviewnent aussi grandes que l'on souhaite des que x
est suffisamment gravd.

Si on prend w réel a duelcondue, l'ntervalle Jo; +oo] contient toutes les valeurs de la
fonction dés que x est suffisamment grawd.

Défivitions :

- Ow dit gue la fonction f admet pour limite +oo en +oo si tout er@r\mll@]a; +oo[, aréel,
contient toutes les valeurs de £ (x)dés due x est suffisamment grand et on note s
lim £ (X) = 400

X—>+00

- On dit due la fonction f admet pour limite —oo en +oo si tout intervalle J-oo; B[, B réel ;
contient toutes les valeurs de £ (x)dés que x est suffisamment grand et on note

limn f()()z—oo

X—>+00

Rewmargue :

- Une fonction qui tend vers +oo lorsdque x tend vers +oo n'est pas nécessairement
crolssante.,

- Tl existe des fonctions qui ne possédent pas de limite tufinie. C'est le cas des fonctions
sinusoidales.

3) Limites des fouctions usuelles

Propriétés .

- lim x* =400, lim x* = +oo

X—>+00 X—>—0
- lim x® =400, lim x° =—o0

X—>+00 X—>—00
- lim x =+o0

X—>+00

1 1

- lim —==0, lim ==0

x>+ X X—>—0 X
ITI. Limite d'une fouction en un réel a
Twntuitivement :

Ow dit gue la fouction £ admet pour limite +o0 en a si £ (x)est aussi grand que l'on veut
POUrVU gue X soit suffisamment proche de a.
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Exemple :
La fouction représentée ci-dessons a pour limite +oo lorsque x tend vers a.

Eu effet, les valeurs de la fonction deviewrent aussi grandes que l'on souhaite des que x
est suffisamment proche de a.
Si on prend w réel a duelcondgue, l'ntervalle Jo; +oo] contient toutes les valeurs de la

fouction dés que x est suffisamment proche de a.
Définitions .

- Ow dit gue la fonction £ admet pour limite +oo en a <i tout er@r\///\H@]a; +oo[, aréel,
contient toutes les valeurs de £ (x)dés dque x est suffisamment proche de A et on vote :
lim f(X) = 400

X—>a

- On dit due la fonction f admet pour limite —oo en a si tout intervalle J-oo; B[, Bréel,
contient toutes les valeurs def (x)dés due x est suffisamment proche de g et on
note : lim £ (x) = —o0

X—a
Défivition :
La droite d'équation x = a est asymptote a la courbe représevtative de la fouction f <i
lim # (x) = +o0omliv £ (x) = —o0 .

X—>a X—>a

Remargue :
Certaines fonctions admettent des limites différentes en un réel a selow x > go0u

x<a.
‘, _—_ o " 1
Considérons la fonction inverse définie sur IRT par: £ (x) =—.
X

- Six <D, alors £ (x) tend vers =0 et onnote : lim £ (x)=—o0.

X—0"

- Six> 0, alors £ (x)tend vers +o et on note : lim £ (x) =+,

x—0"

Ow parle de limite a ganche de D et de limite a droite de 0.
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Déterminer graphiduement des limites d'une fonction :
ITT. Opérations sur les limites

o peut désiguer +o0 , —o0 ou v ombre réel.

1) Limite d'une somme

ilm f(x) [ [ [ +o0 —0 o0
)I(LWI 9 (X ) 1 +00 —00 +00 —00 —00
)l(ll/)li\zf()()+g()() L0 +00 —00 +00 —00 WA

* Forme ndéterminée : On ne peut pas prévoir la limite éventuelle.

2) Limite d'un produit

fim £ (x) | [ eo | | ¢
lim g (x) ! 0 0 0
L\l/)‘:\xf()()xg()() [ | 2o 2o FL

Ow appligque la réale des sigues pour déterminer si le produit est+ooon —o.
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txemple :
lim (x - 5](5 + xz)?

X—>—00

lim (x - 5) =—et lim (8+)(2):+oo

X—>—0

D'aprés la regle sur la limite d'uv produit @ lim (x - 5](3 + XZ): —00

Remarqgue :
Ow rappelle gque les quatre formes indéterminées sont, par
abus décriture o — 0", "D 0 ", " 2 M et O

00 0

3) Limite d'un gquotient




fim £ (x) L] ko |1 * S
)((l_lili\l@()() 20 0 o0 [ 00 0
i f(X) |_ o0 0 o0 FI FI
im—— :

e g(x) 1

Ow appligue la réale des sigues pour déterminer si le duotient est 400 ou —oo,
Exemple :

Calculer lim 1-2x
>3 X - 8

- lim7-2x=-5

X—3
- limx-3=p7¢et limx-3=0"

X—3~ x—3"
D'apres les régles de caleul sur limites de quotient on obtieut
lim 2% _ oo et lim 122X - -
X—3" )(—5 x—3" )(-3

WMéthode : Lever une forme indéterminée sur les fonctions polynémes et rationnelles
Caleuler :

1) Iim‘%XJ’Z\/;”
N

2) “m—3x+2\/§+1
=1 X +6

2) lim 3X + 24/x +1
N \/§+6

" “m—%x+z\/§+1

X—4 \/;__2
On a: lim=3x+ 23X +1=—T et I'n}‘\/;~2‘:0+

x—4 X

T’apreés les regles de caloul sur limites de dquotient on obtient
 =3x 4 24/X +1
lim =
X—4 \/; \ 2
. 3+ 2x +1

2) lim
X1 \/;+é
Ona: |irT11—3X+2\/;+’/:06+ Iirrlh/;+é:7
D'apres les régles de caleul sur limites de quotient on obtient
2 2 1

x—1 \/;_2

=0



%)“m5x+2¢?+7
X—>+00 \/; o3 &

Il s'agit d'une forme indétermivée du type "0
+00
Levons l'indétermination :
\/;(3\/; +2+ 1]
on gz BEF2NEAT _ Jx
Jx +6 J;(7+6;j
Jx
1
B+ 2+
_ Jx
%
1+—=
Jx
lim 34/x = +o0
Or lim \/; =40 =
X—>+00 Ilm T :
- : 1
Dowc par somwme de limites lim 3\/;+ 2+ —— =440
X—>+0 \/;
Comme lim —= =0, on a par produit et somme de limites lim 1+ @ _ 1.

/
X—>+00 1’ X—>+00 'X

T'apres les regles de caloul sur limites de quotient on obtient :
. Bx+ 2Kk +1

lim =

X—>+00 'X + é
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Continuite€ en un point
Définition : soit + une fonction définie sur un intervalle ouver+\ contenant un réel a.
on dit que £ est continue en a si limf (x) =£(a)

B

fest continue en a fn'est pas continue en a
Exercice dapplication

|

|
T

1

i
: PP Flx)=—=—
Solt  une fonction définie par : |4 =1
(1) =1
Etudier la continai+€ de  au point dabscisse X=1
Répouse
‘ x|k
Ona:limf(x)=lim
X1 X1 |X| —1
- W(-1)
=1 =1
= lim|x|

Done :imf (x) =F (1) par suite Fest continue en x, =A.
x—1
Continuité 4 droite et 4 gauche
Définition . 1) soit . une fonction définie sur an intervalle [a; b|
on dit que f.est continue 4 droite en a si limf(x)=F(a)

x—a*

onditque f est continue a gauche en 4 si lim £ (x) = £ ()

X—a

Propriéte .
Fest continue en a si et seulement sift est continue 4 droite en a et continue 4 gﬂm&h@

en A

Définitions .

1) On dit que ¥ est continue sur lintervalle ouvert I si elle est continue en tout point
de T.

2) on dit que £ est continue sur lintervalle [a;b]sit est continue surla b| et 4 droite en

a et a ganche en v,



WMéthode : Etudier la continuité d'une fonction

=il s pour X <3

Ow considere la fonction Fdéfivie sur TR par 11 £ (x)=x -4 s poar 3 <k <5

La fouction Fest-elle continue sur TR 7

Les fonctions x> —x+2 ;. x> x—4 et

X > —2.x +13sont des fonctions polynémes done

continunes sur IR .

Ainsi la fonetion Fest continue sur J—oo0; 2|, sur

[2;5] et sur[5;+oo] .

Etudions alors la covtinuité de Fen 2 et en 5 ¢

- lim Ax)=lm-x+2=-

X—3 X—3

lim #(x)=lim x—4=-—

x—3" x—3"

Dove : lim £ (x) = livgf(x):f(%)

X—3
Dot la fonction Fest continune en 3.
- lim A (x)=lim x—4 =1

X—5" X—>3"

lim £ (x) = i —2x6+13=3

x—5"

Dovic : lim £ (x) = lim £ (x)

X—5~ x—5"

.

0

—2X+13 s pour X 25

-1

o 1 \e\'yau E '6\7

Ow parle de limite a ganche de 5.et de limite a droite de 5.

La fonction £Fn'est dovie pas coutinue en 5.

La fonction £est.continne sur]—oo; 5[ et sur[5;+oo .
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Exercice d'application

-

Fx)=x+ayx>+x+1  ;si x<0

Soit fune fonction définie par .3 F(x)=x+aJx™+x+1 ;s D<x <A
£(x)=bx- il ;si X <A

X +2 -2
1. Déterminer a et b pour que la fonction £ soit continue en x, =0 et X, =1

f est continue sur I

/ N
/ |

f est discontinue len a \

Propriétés :
Les fonctions polymbmes, les fonctions rationelles, les fonetions x v ~x ; cosinus ; sinus

et tangente sont continues sar leur domaine de définition.

Soient f et g deux fonctions continues sur ay intervalle I e+ IR alors .
1) les fonctionsf +g ; kxf; fxg et |7£ | sout continues sur I
2) si g ne s‘annule pas sur | alers \J EN r sont continues surl

9 g

3)sig=0 sur I alors \Jg estcontinue sur T.
Composée de fouctions continues .

Théoréme]

1) si £ est continue en.a et 4. continae en b = £ (a)alors gof est continue en en a.
2)si f est continue sur. I et g continue sur J avee £(I) < J alorsgof est continue sur I

Théoreme2 .
Silim f(x)=blimA(x) =& et g est continue en b alors : limgof (x)=9(»)

X—a X—a X—a
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Théoréme des valears intermédiaires(T.V.T) .
Solt f une fonction continue sar [a;b| Four tout nombre réel k compris entref (a) et

£(v), il existe au moins un réel ¢ dans \a b tel que : £(c) =k
Exemple .
Y

fta)

Corollaire 1 :

Solt £ une fonction continue sur [a;b] telle que : Fa)<F(b) <o alors il existe an moins v
réel ¢ dans la;b| tel que : £(¢) =0

Corollaire 2 .

Soit t une fonction continue et strictement monotone sur [a:b| telle que : £(a)<f (k)< 0
alors il existe un anigue réel ¢ dans \a; b tel que’: f(c)=0

Image d'an intervalle par une fonction continue
Rappel :
® T intervalle de IR si V(ab)e L/ a<b .[ablcT

o £ (1)={f(x)/ x e I}image de T par f.
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WMéthode : Résolution approchée d'une équation
EXEMPLE 1
On considére la fonction Fdéfinie sur IR par if (x)=x> —2x* + 2.



1) Démowtrer que 'équationf (x) = D admet exactement uve solution sur l'mtervalle
[2.5;5].
1) e Existeuce de la solution :
- La fonction Fest continme sur lintervalle[2,5;5].
-£(2,5)=2,5"-2x2,5"+2=-1125<D
£(5)=5"-3x5"+2=52>0
Alors la fonction £change de signe sur l'ntervalle[2,5;5].

Dowe, d'apres le théoréme des valenrs intermédiaires, l'éaquation £ (x) = Dadmet an moins
une solution,
® Wicité de la solution :

£ (x)=2x(x-2) 3.
Dove, pour tout xde[2,5;5] ; #'(x) >0 2
La fonction Fest done strictement croissante sur
lintervalle[2,5;5].

Ov en déduit aue 'éaquation £ (x) =D admet une unidue T To ~ 13 2
solution sur[2,5;5]. L

Remardue : Une autre méthode consiste a déterminer un
encadrement par dichotomie.
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Méthode de dichotomie

La méthode de dichotomie est une méthode pour trouver une solution approchée a un
équationf (X) = 0. Précisément, supposons dque la fonction £ est continue sur l'intervall
[2,0], avecf (a)xF () <D. On sait done qu'il existe au moins un réel ¢ daws l'ntervall
[2;b]+el ane £(c)=0 .

L'idée est alors d'évaluer ce aue vaut £ an wilieu de[a; £], et de distinauer les deux ca
suivants



: a+b . . . , :
.« s f( 5 j est du méwme signe quef (a) alors on sait au'on a wie racive dans

l'intervalle {ﬂzk;b]

: a+b A : : , A
e Sinon, f(Tj est du signe contraire quef (a) et on sait qu'on a une racine dane

lliW‘i’@YV&lll@{ﬂ; T+ b} .
2

Aivsi, davs les deux cas, on a tronvé un intervalle de longuenr moitié davs leduel est situé
une racine de I'équationf (x) = 0. On recommence alors avec cet intervalle, et ainsi de suit
JUSAU' A ce gu'on trouve une approximation dui vons convienne (cad d’amplitude demandée)

Exewmple

Ow a représenté ci-dessouns la fouction £ définie par £ (x) = x2—FX.

L'objectif est de déterminer, sur l'intervalle [2 ;4] un encadrement de la solution a de
[éaquation £ (x)=0avec une précision p choisie.

En effet, sur lntervalle[2 ; 4], la fonction f est strictement croissante et done
['équation £ (x)=0admet une solution nidue qu'on votera o .

Le privcipe, appelé dichotomie, est le suivant

- On caleule 'mage du centre de l'intervalle [2 ;4]: Le centre de l'intervalle est 2 et
F(3)>0 .

Ponca <3,

- Ow poursuit dove la recherche dewa sur lntervalle[2 ;3]

- O calenle l'mage du centre de l'ntervalle [2 ;3] Le centre de l'intervalle est 2.5 et
£(2,5)<0.

Ponca > 2.,5.

- Ow poursuit dovc la recherche de a sur l'iVl‘{‘@l”\/ﬂl“@[Z,‘; ;3]\ Ow répéte le processus

tantgue 'amplitude de l'intervalle est supérieure a la précision choisie.
Fouction racine ne

Soit neIN" et soit la restriction de la fonction X X" 4 IR

f est continue et strictement crofssante sur IR™ et f(IR")=IR*

done £ est admet une fonction réciprogue définie sur £ (IP*) = IR",s4 fonction réciproqu

fse note Qf et s‘appelle la fonction racine nor
(‘v’xel?*)(VL/eIE*):x” :y@x:\/;

Yx =x ; Ax =x Racine carvé de x; Ax racine cubigue de x
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Conséquence :

1) la fonction X > (/; est définie, continue et strictement croissante sur IR
2)(vx e IR"): S =x et (vXeR+):(Q/§)n - X (Wel’E*):(%/;)n =x

3) (V()(,'t/)&l?*xl?+).'x< y<:></;<</;

4) (‘v’()c,'c/)el?* x1?+).‘)(= y<:></;=</;

5) lim &/x = +o0

Equation :x" =y dans TR (discater,)

Siest impair l'‘équation admet une seule solution

Sin pair et y>0 léquation admetdeax solutions iy et —ify

Sin pair et y <0 [guationwadmet pas de solutions.

Opérations surles racines v

Four tous. réels positits.a, b et poar tous entiers natarels vion nals v et P on 4 .

axib=yaxb.  2)¥a’=(%a) 3){Wa-Ya 4)¥a’-4a

Proprietés :
1) Si T est continue et positive sur | alors yff est continue sur |

2) Silim f(x)=+00 alors lim3ff =+
X—>Xy X—>Xg
3) Si lim f (x)=1€IR" alors limyf/f =41
X—>Xg X—>Xgy
Puissance ratiommelle d'mn réel positif (extension de la puissance entiére)
Remargue :

(vxelR")(VneIN"): Ya-ar




Opérations sur les puissances rationnelles
Propriétés : soient (a,b)e(IR!) et (r,r')e @’

,/j(ar)r':a”- 2} a”":arxar' 3} arXbr=(ab)r 4} ai:ar

r

a’" . a" (a)'
5)2marr @22
Exercice d'application
Soit la fonction fdéfinie par: £(x)=Jx+1+3x +1
1) a) Déterminer D, le domaine de définition de .

b) Etudier la continuite de  surD;

2) Calealer lim £ (x).

X—>+0

3) Moutrer que f est strictement croissante surD; .

4) Déduire gue f admet une fonction réciprogue définie s an intervialle J qu on
déterminera
5) Dresser le tableau de variation de f.

&) Peterminer £ (x) pour toutx el .
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LIMITES ET CONTINUITE . Méthodes et Astuces

1) Si on veut wmontrer que f est continue en a.
o O peut revenir 4 la définition : lim£ (x)=£(a)

2) Sion veut wmontrer que f est continue sur intervalle ouvert I.

o Oy peut montrer que f est continue en +tout point de a de T.

o On peut utiliser les opérations sur les fonctions continues.

2) Sion veut prouver gu'une équation admet au moins une solution dans lintervalle|a; b)

o On peut penser 4 l'écrire sous la forme f(x) = A avec t continue sur (4, b)), pails

VEerifier quei est une valear comprise entre £(a) et £(»)

o On peut penser 4 l'écrire sous la forme f(x) =0 avec t continue sar [a;b], pais

verifier guef (a)=f (k)< 0.

A4) Sion veut montrer gue  est une bijection d'un intervalle I vers an intervalle J
o Ony peut montrer que ¥ est continue et strictement monotone surlintervalle I, puis

verifier quef (L) =J .

5)Si on Veut prouver quune équation admet une unigue.solution dans l'intervalle T

o On peut penser 4 l'écrive sous la forme f(x) = A avec f continue et strictement

monotone sur lintervalle I ; puis verifier quei e (I). .

o On peut penser 4 l'écrive sous la forme x) =0 avec t continue et strictement

monotone sur I ; puis verifier queo e £ (I).

 Si I est un seqment, on peut penser au théoreme des valears intermédiaires.

@) Si on veut prouver gu'une équation admet une unigue solution dans l'intervialle I

o On peut penser 4 l'écrive sous.la forme fix)= A avec f continue et strictement

monotone sur lintervalle I ; puis verifier que Aef(I) .

o On peut penser 4 l'écrive sous la forme (x)=0 avec t continue et strictement

monotone sur I ; puis Verifier que 0 € £ (I).
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Série d'exercices corriaés

Exercice 1

Calculer les limites suivantes .

X = 2X% + X X — X*

1) lim 2) lim
j x—1" ]_ \/_ j x—0" X _\/;
N2x+1-3 X 1

4) lim +

jx—>44/ \/_ x-3" 3 —X X—3

. \/x+3+\/2x+7—5 X
lim lim(2-x
Ej x—1 X2 -1 &j x—>2*( ) X — 2

Corvection Exercice 1

Z 2
. NXT-2XT+ X
1) lim Z
x—1* 7 - /X
Levons lindétermination en Eliminant ce 2éro qui nous caunse proviléme
Pour X #ona: x> - 2x° +X:X(XZ —2X+7)

=x(x-1)
Done : X% - 262 +x =[x (x-1)  (car af(x=1)"=[x=U=x-1 et x>1)

Et 7‘\/}:(7‘\/7;2(\;£\/;)

_1-x

1+x

D'oi IimVX -2 +X_I i (k<7)

x—1* x—>1+ 1-x
7+lx
i Y1)
ol x—-1
1+x
=lim- \/_(7+\/_)

x—1"

=-2

. NX-2x% 4k
lim

x—1* 1- \/_

=-2

en remplacant x par O o obtient une forme indétermivée “ =

2) Iim
Jx—>0*x \/7

Levons lindétermination en Eliminant ce 2éro qui nous cause probléme

en remplacant X par 4 on obtient une forme indéterminée “—

77



X_
Pour X #0 on & .

x(x—-1)
x(Vx-1)
)
o x(Vx-)
= —x(Vx +1)
D'oit ILT o \/__ lim- \/_(\/;M):p
z/im \/XZL \/i en remplagant X par O on obtient tue forme indéterminée "%“

Levons lindétermination en Eliminant ce 26ro qui nouscanse probiéme
Par la méthode du conjungné

\/ZTM 3 (2X+’/—3)(\/ZT+7+3)(\/D+\/Z)

Pour X #4 ov a
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Do lim S22 22 +42)

o Ji-2-Nz & (\/ZTMJrZ)
_2(V2442) 42
Tea) e
_22

3

en remplagant x par 2 on oltient une forme indéterminée

4) lim * .

7
x=3" 3 - x lx_g

R (—o0) + (+00)”

0O 0O
Levons lindétermination en Eliminant ce 2éro gui nous cause probleme
X
Pour x #3 on a: S 7 !
3-%X Jx-3 Xx-3 x-3
X 1

=_—® (Oarlim(m)z=0+6+Iim(—X+\/§):_3)

x—3 x—3"
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. AX+3+V2X+T7 -5 : : :
5) lim v ;/ ev remplagant X par 1 ow obtient une forme indéterminée

x—1 X =1

, 0, . : . L . : .
=5 Levous lindétermination en Eliminant ce éro qui nous cause probleme

Par la méthode du conjuaué ; mais il faut faire apparaitre wn conjugué dui abounti a mm
simplification



Por X #3 on a .

VX+3+42X+7 -5 Xx+3-2++2x+7-3
x> —1 - (x-1)(x+1)

3 JX+3-2 N2X+T7 -3

T -D(x+1)  (x—1)(x+1)

( x+3—2)(JF3+2)+( 2x+7—3)(m+3)
(x—l)(x+1)(\/x—+3+2) (x—l(x+1)(\/m+3)
(x+3-4) . (2x+7-9)
(x-D(x+1)(Vx+3+2)  (x-1)(x+1)(vV2x+7 +3]
(x—1) . 2(x~1)
(x-D(x+1)(Vx+3+2)  (x-1)(x+1)(vV2x+7+3)

1 2

(x +1)(ﬁ+ 2) ’ (x +1)(\/2x+ 7 +3)

. Iim\/x+3+J2x+7—5:"m

1 2
Do lim 71 x—)l[(x+l)(\/m+2)+(X+1)(W+3)J

1 2
- (1+1)(V2+3+2) i (1+1)(V2x1+7 +3)]

1 2
Ny +
2x4 2x6
g
24

@) lim (2 - X) > en remplacant x par 4 on obtient une forme ndéterminée % :
X =

x—2"

Levons lindétermination en Eliminant ce 2éro qui nous cause probléme

Pour X #72 ovm:(Z—X)‘/éz—(x—Z) rxz

2 Jx
:_( x—2) X—2

=—( x—z)\/;
Dol Iim(2—x),/rxz = lim - (Vx=2)+/x =0

x—2* x—2"
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Exercice 2

1) Etudlier la continuit€ en x, =1 de la fonction £ définie par :

f(X):|x—1|\{x;7+7
F(1)=~2

Corvection exercice 2

sl X#1

1) Poar étudier la continuité de f en x, =1, il faut le faire a droite et 4 gauche en x, =1
Car f est définie 4 droite en X, =1 et aganche en x, =1 différemment.

- | — |\ xZ +1
X =1
(x—1)NX° +1

X =1

=X +1
Done lim£(x) = Iir?\/xg +1=+2

x—1

Do lim# (x) =£ (1)

x=1t

Par.suitef est continue 4 droite en x, =1

- |k —1|Nx7 +1
X -1
(x = 1)Nx° +1

X—1

=—\x7 +1
Dove lim £ (x) = lim—+/x* +1=—/2

Xx—1" Xx—1"

Dod limf (x)=7£ (1)

x—1"

- Pour x>1 ona: f(x

- Pour X<l ona:f(x




Par suite £ w'est continue 4 gauche en x, =1

Exercice 3

1) Etudler la continui€ 4 droite et 4 gauche en X, =2 de la fonction g définie par

_AX+2-2

g(x)= X7 si- X e[—2;+00[ — {2}

Correction exercice 3

NK+2-2 x+2-2

k-2 x-2

Nx+2-2
X—=2

1)@ Six>2 ona.g(x)=

Done lim g(x) = lim en remplagant x par 2 on oltient une forme

x—27 x—27

2

. .y 0,, . : . PP . .
indéterminée 5 s Levons lindétermination en Eliminant ce 2ro qui nous cause

probleme par la méthode dau conjugué.

| /_X+2_2_(\/x 2—2)(\/x+2+2)
X2 (x—z)(\/x+2+2)
L (x+2-4)
(x-2)(Vx+2+2)

(x—2) 1

on a pour X # 2 .

(x=2)(Vx+2+2) Jx+2+2

D'oot lim g(x)= lim QI
x—2" x—>2" Ix+2+2 4

Dowc Iirp+ g(x)=9(2).;et par suite g est contivue 4 droite en X, =2

NX+2-2 Nx+2-2  x+2-2

05/X<2,'0Wﬂ-'9(x): |X,2| - —(X*Z) ) (X'Z)
7 2

Dowe lim g()() = lim —= en remplagant x par 2 on oltient uve forme

k=27 =2 x=2

2

s, ., O, . . . L. . .
indéterminée =" Levons l'indétermination en Eliminant ce 2Ero gui nous canse
0)

probleme par la méthode du conjugué.

O o 5 2 "_4/—)(+2_2:_(\/x 2—2)(\/x+2 +2)

X—2 (x—2)(M+2)




(x+2-4)
(x-2)(vx+2+2)
(x-2)
(x-2)(vx+2+2)

1

- X+2+2

Dot lim g (x) = lim-——~ =1
o7 o2 x+2+2 4

Done lim g(x)#g(2) ; et par suite g n'est pas continue 4 gauche en X, =2

x—2*+

Exercice 4

Caleuler les limites suivantes .

2 2
Im\/SX +1-Vx 4 X 0Iim(\/x4—x3—x2)

X—>+0 X X—>+00
m\/1+x—\/1—x—x N \/3x+1 J5= X
x—0 X2 xal 3 \/X+8
3 -3x*-9(x-2
e lim ) ( ) olim—— \/> 2
X—>-2 —X°+X—6 x>32%° ~5x—3

\/x —2X — \/4x +X—2

Hl VX+5—+/x* +5x+8

Corvection exercice 4
32 +1—x*+ X
lim \/ \/

X—>+00 X

An numératenr du type ' (+o0) —(+0)" ; Levons l'ndétermination en factorisant le
namératear parx .

RRRICAR R

X X

=\/3+i2—\/1+l
X X

2 o ]y2
Dont Iim\/3x L \/x +X—I|m\/3+i—\/1+— \/_ 1

X—>+00 X X—>+00 X X

en remplacant x par +oo  on obtient une forme indéterminée

on a:

(carlim = = lim 2 =0)
X—>+0 X X—>+0 X



e lim (\/ x'—x* - XZ) ; on a2 we forme indéterminée du type “(—o0)+ (+00)”
X—>+00
(\/x“ — X — xz)(\/x“ — X xz)
Pour x>0 ona: VX —xP —x* =
VXt = x® +x?

x* —x3 —x*

N e

3

\/X - x® +X

/—1+1
X
s s e —X .\
Pou I|m( X —x® —x? _I|m = —o0 (¢ar lim = = 0)

X—>-+00 X—>+00 1 X—+0 X
-——+1
X

J1+x-\1-x-x

Levons lindétermination en Eliminaut ce.zéro gui nous cause probleme

\/7”,\/7,X_X:2(\/7+x—\/7—x-x)

a 9 H 4 H 4 17 D ’7
elim en remplagant X par D on olotient une forme indéterminée o

x—0

Pouwr X #0 ov a .

| @ 2x°

21+ k-21-x-2x

- 2x°
—(7+X-2m+7)~2m+7~x+7

B 2x7
—(\/m‘7)2+7‘x‘2\/17+7

B 2x°
—(\/17)(—7)Z+( 7-)(‘7)2

2x%

N[
p

N
e

N

SR

Y



(T AT AT (7))
2 X(V1-x +1) X(V1+x +1)
_1 1-x-1 2_ 1+x-1 i
2| [ x(N1-x +1) X(V1+x +1)
A V(Y
2| [ x(N1-x +1) X(V1+x +1)

) sl

2 b\
- J1rx-1ox-x A 4 1
D/OM\ I|m :llm— - S . . =D
X—0 X =07 (\/7‘X+7) (\/7+X +7)
®lim e en remplagant x par 0 ovolztient une forme indéterminée o Q. ;
1 B X+ D 0

Levons lindétermination en Eliminant ce 2Ero qui nous cause probléme en faisant
APPAVAItre le 1aux de variation de fonction derivavie.

PBx+1-45=x| Bx+1-5-x
SR (x-ﬂ[g_\/m]
X—1

Four X#11 ona.

__BxH1-NB-x 1
X=1 VX+8-3

X=1
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On considere la fonction £(x)=2x +1—+5—x qui est définie et dérivable sur

l'mtervalle }—%;5{ done dérivable ew 1 d'ont : lim 2K+ —1\/5 - _
aadl X —

(1) et

, _ 2 1
4 (X)_2J3x+1 N

B 1
Dove £'(1) = + =1
=z
Doug,lin Y2V =X
X1 X —1

De méme on considere la fonction g(x) =x+o =3 qui est définie et dérivable sur

lintervalle [-&;+o0] done dérivable en 1 d'ott : livm—w =7'(1) et g’ (x) = !
X1 X_/\ 2\/)(4‘%
' 1 1
Done 4/ (1) = —==—
7'(1) 29 @
Pownc [lw\—“x—i_g_%zl
-1 x =1 e
X =B x o B -5 X 1
Par suite livm = lim— X
o 13— X+ D X=Y X—1 NX+D -2
X=1
Noix| X =—
==X 1 @
e

Ow peut aunssi multiplier par les conugués du vumératenr et dénominatenr

(VBx+ 1= oo x)(VBX+1+E-x)(2+X+8) ax4q-54+x  (3+x+2)
(B—Jm)(%+\/x+%)(\/%x+1+\/5—x)  a-x-9 ><(\/3x+1+\/6—x)
_AX=4 (2+x+8)

1-X (\/%x+1+\/6—x)
(3+/x+2)
(V2x+1+45-x)

:—4)(

(3+Vx+9)

p/()M\liVV\\/%X+1_\/6_X:liVV\—4X =—¢

1 3-x+8 o1 (Bx+1+45-X)




3 =3x*-9(x-2)

elim 3
x—>-2 —X"+X—-6

Levons lindétermination en Eliminant ce 26ro qui nous cause probléme en factorisant par
(x+2).
Comme le polyndime 2x> —2x* —A(x —2.) s‘anmule en x; = =2 donc il est factorisable par
(x +2) et on a en effectuons une division euclidienve de 3x> —3x* —A(x —2) par
(x+2);3x°-26> —a(x-2) = (x+2)(3x” —%x +q)
De méme on —x> + X — 6 =—(x+2)(¥* —2x +3)

en remplagant x par 2 on obtient une forme indéterminée %

23t —q(x-2) . (x+2)(347 —ax+9)
Dot lim > = lim
x>-2 X’ +x—0 X—’*Z—(X+2)(X2—2X+%)
g 2 —ax+a_ 39
= lim — =—
o2 X —2X+3 11

. \ DX —
olim 2% E

=>39Q X5 —5x —3
Levons lindétermination en Eliminant ce 26ro qui nons cause probléme en multipliant le
namératear par son conjugué et en factorisant le par (x —3).

G _ (L))
2% =50 =3 (x-3)(2x+1)(Br +3)
(3x—-a)
(x=3)(2x +1)(V3x +3)
2(x—23)
(x-3)(2x +1)(V3x +3)
B)
(2x+1)(\/%7+%)
g AN 3 _ 1
pOM)l(l_)VQZXZ_gx_%_)[c—vg(z)(+/\)(\/%7+%)_’\4

N . 7 N Z 1" O 17
en remplagant x par 2 on obtient une forme.indéterminée 5 :

Four X1 ona:
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o i \/x —2X — \/4)( +Xx—2

o X +5 —JXF+5x+D

2

oy, ., O, L : . L . :
indéterminée =", Levons l'indétermination en Eliminant ce 2E€ro gui nous cause
0)

en remplagavt x par —ov olrtient uve forme

probleme en faisant apparaitre le taux de variation de fonction Adérivavie.

\/X%—ZX—\/4X2+X_2 B (\/X%—ZX—\/4XZ+X_Z)

Jx+5 x> +5¢+ & _(X+1)(\/m—\/xz+5x+6J

X+

Four X #—\ o a:

:\/XB—ZX—\/4X2+X—Z

1
X
X +1 JX+5 —xZ+5x+ 9

X +1
Ow considere la fonction £ (x \/X —-2Xx - \/4)( + X = 2.qui est défivie et dérivable sur
lintervalle |1, 2; -0, B[ dovc dérivable en -1 d'ois lim VA £ 2x —\/A/\r)c X2 _ £'(—1)
¥ X+
2 —
et f'(X)Z 23X 2 _ DX +1
24x? —2x 2JAx" +x—px
D1t ™\ ¥
Pone 76' — D, W A
(1= 2\/—1+ 2Ja—1+2 2 245
_\5+7
2+/5
CI _ 2 A
Dowc_ lim \/X e \/4)( AR V5 +7
xX—=>—1 X_|_/l 2\/%

De méwme on considére la fonction g(¥) =+x +5—\x> +5x+ & qui est définie et

dérivable sur lutervalle ]—2; +oo[ dovic dérivable en - don :

l‘nm\/m_\/)(%r;)”%=g’(—1)@+g’(x)= 2k +5
¥ X +1 2Jx+5 2 1ok
Done 4’ (1) = Z2+5
Z\/—’\+ 2\/1 5+9
1.5 1
4 4 2
Downe liwm\/m_ X2+5X+6=—1

> X +1 2



3 _ 2 _
Par suite lim \/X 2 \/4)( X 2—\/EWL?X 1

D X +5 —JXF +5x+D - 25 _1

2
_ 5+7_ 5+#5
J5 5
EXercice 5
Etudler la continuite de la fonction £en X, =1 dans les cas suivants :
s/w(xz - 7)
A4(x?+x-2) -1
six<1
3N1-x
V2 - ; oS ZX
of(x)= siXx>1 of(x)=9 ————=
( ) \/;~7 ( ) X X
0 six=1 2

Corrvection exercice 5

—4(x2+x—2) g
31-%
Z.._
of(x)= j;; si x>
0 six=1

* Calealons lim £ (x)

AL x-2) 4(x-1)(x+2)
3\71-x 3\1-x
_A(1-x)(x+2)
31-x
_iH(cr2)

Four x #1 ona.

3
-4 (k7 +x-2)
Pod lim £(x)=lim
x—1" ( ) x—1" 3\/7‘_)(
i ANT-x(x+2) _
x—=1" 3

* Calealons lim £ (x)

x—1"

Si x>

sl x<1

six=1



X271 (x-1)(x+7)
Four X # 0/4&7.\/;‘7— \/—‘7
(Vo -1)(Noc +7)(x #1)
Vx -1
= (N #1)(x#1)

Dod lim £ (x) = lim (J}+7)(X+7) —4

S

x—>1" x—>1"
J1-x(x
=HW\4 1= +2)=O
xX—=>1" 3
Done lim £ (x) = lim £(x) ; par suite  n'est pas continue en 1 mais elle est.continue 4
k=1 x—>1
gauche en 1.
sin(x? -1
M SIX > 1
x-1
2)
cos| —X
of(x)= —z six <1
xX-1
2 six=1

* Calealons lim £ (x)

x—1"

cos Xj
X) estdéfinie et dérivable en 1 et lim £ (x) = lim —==

=1 X1 X -

NN

La fonction h(X)= &os(

NN
-

X1 X - 7
Bt W(X) = —ES/M(ZXJ(A’OQ M'(l) -_Z
2 2 2
Dod limF(x) = —% = £ (X) , par suite f nest pas continue 4 gauche en 1

X1

* Calealons lim £ (x)

x—1"
La fonction h(X)= S/M(XZ - 7)@er définie et dérivable en 1 et
sim(x® -1
lim £ (x) = lim M

k=1 k=1t X -1



— tj 2 =A0) W'(1)
x—>1" X -1
Bt /7'(x) = 2xcos(x* —1)don /7'(1)=2
Dod lim £(x)=F(2) , par suite f est pas continue 4 droite en 1 mais elle n'est pas
x—1"

continue en 1 carlim £ (x) = lim £ (x).
k=1t =1

EXercice ¢
2 -
i | sik<3
X-3
Soit £ la fonction définie sur IR par . (x)= . si k>3
X+@-3
@ sik=3
La fonction f est-clle continue en 37
Correction exercice ¢
* Calealons lim £ (x)
>3
2. X-3)(x+
Four X #> ona. a &f:( 3)(£45)
X-3 X3
—(x+3)
Dod lim £(x)= lim (x +3) =G rpar suite £ est continue 4 gauche en 3
X—>3 X—>3"

ZONE PUBLICITAIRE

* Calenlons lim £ (x)

) x-3 (x-3)(Vx+6+3)

Four X £3 on a: =

V63 (Vxeé-3)Jreé+3)




(x-3)(Vx+6 +3)
(x+6-9)
(x-3)(Vx+6 +3)
(¥-3)

=Jx+6+3

Dod lim £(x)=lm Jx+&+3=0 ; par suite £ est continue 4 droite en 3

x—>3" x—>3"

Done lim £(x) = lim £(x)=F(3), par suite £ est continue en 3 .
x—>3"

x>

Exercice 7

X +AXZ+1 six<p

Soit £ la fonction définie par . (X ) =\ 2- 2505()()

SIX>0
XZ

1) Etudier la continuité de £ en O.
A

2) Montrer que pour outX>0 ;0 < £ (x) < —
X

; en déanive lim f (x)

X—>+00

3) Calenler lim f(x) .

X—>—0

Correction exercice 7

1) On a f continue 4 ganche en' O comme somme de fonction continues 4 gauche en O
Etudions la continuite de 4 droite en 0+ etf (0) =1 .

rour 1= 0 ona; ZZZXANNNY 0H) g I=025(x) L
X X x>0 x 2
Dot Iirgl £(x)=1; Ponc Iiryf(x):f(O) s alors £ est continue 4 droite en O

Par sulite 1 est continue en O
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2) Montrons que pour toutX >0 ;0 < £ (x) < A

XZ
_2-2c0s(x)

Pour toutX >0 :ona: £(x) -
X

et -1<cos(x)<1=-2<-2c05(x)<2

2—-2c0s(x) 4

HO0S——7——<—
4
:>osf(x)sF

- 4 N e N Vi .
Comme lim — =0 ; alors d'aprés le théoréme de l'encadrement on a : lim f (x) =0
X—>+0 X X—>+0

3)Ona.lim £(x)= lim x+~x% +1, on aume forme indéterminée.dntype’’ (<o0) + (+o0)”

X—>—00 X—>—00
Pour enlever lindétermination on multiplie d'abord par le conjugué et on obtient :
lim £ (x)=lim x+x”+1
X——0 X—>—00

(xh/)cz +7)(x-\/x2 +7)

= [im
o (X—\/XZ +7)
N 4

= lim
x—)—oo(X__ /X2+,/)

= [im 1 =0

o (x - W)

Al afy () Ay calf Al alf () () Ay call ol A () AN Al Al ol oy () a(f Al Al A () A Al Al 4y aff 4



