2éme Bac SMJj

¥ Partie |

i 1.50it (xy)eG’;on pose : a=(x-1)(y-1)et f=(x-2)(y-2)
; xeG_ [Lex<2_ [(x-1)(y-1)>0

: yeG 1<y<2 (x-2)(y-2)>0

Donc: a>0et >0

pr
pri
P
4
4
pr
prs .
e O
4 n .
pr
pri
P
4
4

4
pr
N
P 1
d O U
u
y:
]
4
4

A:fj cl<xxy<2 et xxyeG .
5 Par suite : *est une loi de composition interne sur G.
’ R* -G
X+2
x+1

a) Soit (x:y) e(IRj)Zon a:
X+2 y+2
f( )*f(y) X+1 Z/+1
1 1

*| 1+ ——
X+1 y+1

_Z(Xilj y:}i-l J{xil_lj y::-l_
(xilj Yil J{xil_l] yil_
2, (=9(~)
(x+1)(y+1) (x+1)(y+1)
1, (X))
(x+1)(y+1) (x+1)(y+1)

Xy +2
Xy +1

=f(xxy)

D'oU : (v(x;y)e(le)z); f(x)#f(y)=f(xxy)
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Donc : f est un homomorphisme de (R;x)vers (G;#)
Montrons que f est bijective de (IR:;x)vers(G;*).

Soit y e G ; résolvons I'équation y =f(x)

Ona: y:x—+2<:>x+2:xy+y
X+1

ex(l-y)=y-2 (yeGDoncy #1)

D'ou x:»ll—_2 et y e Galors 1<y<2:>1/—_2>0 ;donc: xelR’.

Par suite : (v eG)(EI!x eIRj)/y =f(x)

Donc f est une bijection de (IRj;x)vers(G;*).

On Conclut que f est un isomorphisme de (IRi;x)vers(G;*).

b) Comme f est un isomorphisme de(le;x)vers(G;*) et que (IRj;x)es’r un groupe

commutatif d'élément neutre 1 ; alors (G;*) est un groupe commutatif

Donc : A’=0O
On déduitque: A0 et 220
De plus AxA? = A x A=0Odonc la matrice A est un diviseur de O dans I'anneau

(My(R):+:%).
b) Ona:
(A —A+)x(A+]) = A=A + A+ A’ — A+

( car x est distributive par rapport & + dans M, (R) )
(A7 = A+1)x(A+1) = A® +]
= (carA*=0)

(A= A+l)x(A+]) =(A+])x (A2 = A+l) =T

Par suite (A+l)estinversible dans M,(IR) et son inverse est :
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1 3 1
D'oU I'inverse de (A+l) est : (AZ—A+I): 0 1 -1
0 0 1
£52) Soit E={M(cb)/(cib) <R?} ef M(cib) =l +bA
% Ona:+) OcE (carO=ol+0A) et ECM(R).
*) Pour tout (&, 8) e R? et M(arb) eE
aM(ab)+ BM(a'b') = a(al+bA) + B(al+b'A)
=(aa+ Bd)l+(ab+ o)A
=M(aa+ Bd’;ab+ o)
; donc (aM(arb)+AM(ab'))eE  (Car (aa+pdab+fo')eR? )
(E:+ ;+)est un sous espace vectoriel de(M, (R);+:) .
Par suite (E;+ ) est un espace vectoriel réel.
De plus tout élément M(aib) eE s'écrit: M(aib) =al+bA avec (aib)eR®
Donc (I :A)est une famille génératrice de E.
De plus , on a pour tout (a;b) eR? :
100
al+bA=0<aq|0 1 0|+b

A < a=0etb=0

§ Donc (I ;A)est une famille libre.

¥ Conclusion

Wi (1 :A)est une base de I'espace vectoriel (E+ ;).

Vi Exercice 2

3l Partie I.

¥ Umne : » 3 boules Rouges ; 4 boules Noirs

tire successivement avec remise 4 boules, donc :CardQ =74

¥ X : "Nombre de boules Noires tirée"
¥31) 1er Méthode
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¥:D’oU la loi de Probabilité de la variable X est donné par le tableau suivant :

0 1 2 3

81 432
2401 2401

vérifie bien que : iP(X = xi) =1
z i=0

¥i2éme Méthode

Aj’j A I'événement «Obtenir une boule Noire » ; P(A) =;

¥ On tire 4 boules successivement avec remise et X est la variable aléatoire liée d la

G Lo s . _— . . 4
- realisation de I'evenement A donc X suit une loi binomiale de parametres n=4et p = -

:::j 4 0 4 4
A::: = = 0 = B
) P(X=0)=Ci| 3|15

~Nls NS N

pri
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256
2401

2) X suit une loi binomiale de paramefresn=4et p =; ;donc : E(X =nxp=§

Parte Il
A _ 504
Afz 1320

3
= — X —-
7 132
72
9240
=P(ENN)+P(EmR
2016 72

_ + — X
9240 9240
87

35
&
385

(E
1
29

' Exercice 3
E): 222 -2(a-1)z+(a-1)° =0
1) Calculons le discriminant de I'équation(E),
—2(a-1)) —4x2x(a-1)
=4(a-1)’(1-2
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Donc les solutions de (E)sont les nombres complexes
2(a-1)+2i(a-1

2) Soit a=€"“ avec 0<f<rn

a)Ona:a-1=¢e’-1
4
=e?le

9
e 2

.0
iz
2 _

N

Il

N

128

)
VR
N——

)

N

N

2R
o)
®
)

7~ N /7 N\
)

)

N
v,
S
NI NI

)
F
3

a-1=2sin e

Q i (9;7[
2

2sin

te)z, =

—/2sin
=/2sin

Donc:
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Donc :

Re(a)<0; les points A(Q);
1) *) Jmilieu de [AC]|=17,
*) K milieu de [AB]=17, =

3 letr| K2
2 2

iSoient C'(c’) et A'(dr).
(

!
o (a -z,
a-—
<~

., O+i . a-—i
S =—xi+
2 2
. adi—-1+a-i
a =
2
a-1

2

1+i

2
. Qi
+—-—
2

@C,_—l—oi+o+i

:3) Calculons :
a-1
! ’
.a-c z,-z,

a-1
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=(FACA)=Z[27]
Donc (AB') est perpendiculaire & (C'A’)
Alors la droite (AB')est une hauteur du triangle AB'C'.
Exercice 4

1 six>0

V1+x2In?x

a)Ona:» limf(x)=lim

1
x—0" X—0" 212
V1+X2In% x
1

= lim =
0 1+ (xInx)

Donc: limf(x)=1 (car limxInx =0)
x—0" x—0"

Comme f(0)=1 alors limf(x)=f(0)

x—0"

D’ou : f est continue & droite en O.
> limf(x)=lim-——2

X—>40 X—>+o0 /1+ XZ |n2 X

Donc : limf(x)=0 (car limx*In*x = lim (xInx)" = +e0)

X—>+0 X—>+00

b) Calculons lim M

x—0* X-=0

Ona: |imM: lim 1+ x%IN* x

Xx—0" X = x—0"

! -1
X

1-1+x%In*x
m

X907 14+ X2 IN? X

_ (1—\/1+x2|n2x)(1+\/1+len2x)
:lEE‘ XM(1+M)
i (1-1-x*In*x)

x>0 3 1+ X2 In? x (1+ J1+ X212 x)

_lim —xIn*x
-0 14+ x2IN? X (1+ J1+ X212 x)
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D'oU: IimM=o (car limxIn®x=0)

x—0" X—-0 x—0"
Donc f est dérivable & droite en 0 etf}(0)=0.
c) La fonction xi—Inxest dérivable sur |0;+od donc la fonction x 1+x*In* x est

dérivable et strictement positive sur [0;+od] ; donc la fonction X s V1+x* I’ X
dérivable et ne s’annule pas sur ]O;+oo[ ; par suite f est dérivable sur ]O;+oo[ , et pour

tout x € [0;+oq on a:

!

1

V1+Xx2IN% x
1

(1+x2|r12 x)_i

1 ' -1,
—E(l+ x?n? x) (1+ x?n? x) 2

3
1 2x|n2x+2x2x1|nx (1+x2|n2x) 2
2 X

~ —xInx(1+Inx)

(1+ x?1n? x)2

Donc : (Vx e [0;+ec] ) :|f(x) = ~XInx(1+Inx)

(1+ x2|n? x)g

d) Etudions de sigue de f'(x)sur [0r+od

Donc le signe de f'(x)est le signe contraire de Inx(1+Inx)
Tableau de signe de f'(x)

X

0

(1+Inx)
INnXx - -
f’(x) - 0 + )

D'oU le tableau de variation de f sur |0;+ed

pri

2 WWW.guessmaths.co E-mail : abdelaliguessouma@gmail.com whatsapp : 0604488896

Ry
41 4


http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

Prrr vy ralvraPryvalryvalvy raPry v by valvy raPry v by vabvy raPry v br v alr v e aPr vrabr v aPr vrRPY ]
Py
p
L5
4 X
72) (Vx e|:0,+oo|: ; F(X f(T) dt
W 0
Py
p
p

a) On a pour tout x e[ 0;+od] :
1

1 _ x

xInx ~ Inx

(Inx)'

INnx

. T . 1 " W=
Donc la fonction x |—>|n(lnx) est une primitive de la fonction x |—>|—sur l'intervalle gz
XiNnXx

[ &+ qui s'annule en e.

b) pour tout te[ e+ ona:

o) It <1+ 2Nt < tint <V1+12In?t
) e<t=1<Int et ec<tint
=1<tInt

=1<t?In’t
=1+ It < 2P It

— 1+ 1212t </2tInt

D'oU : (Vte[eroc]) ; [fint <y1+FIn?t < 2tint

c) d'aprés la question précédente pour tout, t=e on a: 0<tint <1+ IN2 t </2tint
1 < 1 < 1
J2tint ~ L+ t2in?t - fint

Alors , pour tout x> e

Donc :

x 1

1 ¢x

Ejeﬂnf Jm e tint

donc T[In(ln’r)]e SLW
\/_ n(inx) jm In(Inx)

————dt<in(Inx)

—dt

dt<[In(Int) |

Donc : (VXZG) —In Inx

J_ <[ \/1+‘r2|n

d) on a pour tout x>e; —In Inx

J_ <[, \/1+12|n

d’rsln(lnx)

Donc:
1 e 1 X 1
—In Inx + dt<| —————dt+| ————dft
N2 ( I \/1+T2In ‘[0 J1+12In?t ‘L J1+1t2In%t

=7 <[ md’rgln(lnx)JrF(e)
1
:ﬁln(lnx)+F(e) <F(x) <In(Inx)+F(e)

< n(lnx)+~|'e;d’r

0 J1+12In%t

Inﬂnx )+F(e
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Comme Ilim ir1(|r1x)+F(e)

|
X—>+00 \/E

Alors : xlmF(X) = +o0

De plusona: (vx>e); %In(l:x) +F(Xe)
In(Inx) Int 1

=lim| —x—1=0
X A <

lim @ =0

X—>+00 X

o (Int)
(on pose Inx=t alors x > +0=1t—>+0 etlim| — [=lim| —[=0)
to+o| T t>+0{ @

F(e)

Donc Iim iln(lnx)+F(e) = |im In(Inx)+ =0
X—>+00 2 X X X—>+0 X X

D'ou: |im@:o

X—>40 X

e) Calculons F"(x)

F est une primitive de f sur[ 0;-+o0]

F'(x) =f(x)sur[ 0;+ .

Comme f est une fonction dérivable sur| 0;+od alorsF’ est dérivable sur| 0;+od et pour
toutx e[ O;+o on a':

F(x)=f(x)

~ —xInx(1+Inx)

(1+ x?1n? x)2

Donc d'apres la question 1) d)

F'(x)=0<x=10u x=ée’r F" s’annule et change de signe en x=1et x :é donc les

points d'abscisses x=1 et x =é sont deux points d'inflexion pour (C;).

f) Construction de (C;)

i

5

~.,| —t i
3) (vx [0+ ) ;p(X) =x—F(x)
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) D' apres la question 1- d) (Tableau de variations de f)
Ona: (vxe[0+d) ;0<f(x)<let ¢f(x)=1-f(X)

D'oU : (Vxe[0:+0]) ; ¢/(x)20

Donc ¢ est strictement croissante sur| 0+ .

b) @est continue et strictement croissante sur[0;+oo[.

et p([0:4D) [ (0):im p(Of =[]

Comme ne[ 0+ ; d'ob : (Ila, [0+ )/ p(a,)=n

Cad que I'équation ¢(x)=nadmet une unique solution &, dans [0;+od .
c) Pourtout nelN ;ona: ¢(a,)=n=a,-F(a,)=n

(or F(e;,)>0 (car F(t) >0 Pour toutt e[ 0;+od )

D'oU: (VnelN): a,>n

Comme limn=+w , alors : |lima, =+
N—-+oo

N—+0

a) F est continue et dérivable sur [ 0;+0 comme 1<n< g alors [na, | <[ 05400
¥, Parsuite F est continue sur [nia, Jet dérivable sur Jn;a [ et d'aprés le théoréme des
accroissements finis : (3¢ € Jniet,[)/F(a,)=F(n) =(a, -n)F(c)
i Dou: (3ce e ) /F(a,)-F(n)=(a,-n)f(c)
Donc : (Ice e[ )/F(a,) =F(n)+(a, —n)f(c)
Ona:l<n<c<a,etfeststictement décroissante sur [1+d ; alors : f(a,)<f(c)<f(n)
et @,-n>0 d'oU : (a,—n)f(c) <(a, —N)f(N)
Par suite : (VnelN) ; [F(a,) <F(n)+(a, —n)f(n)

) &, >n>0 Donc: 0 %) ¢ (n){l—ﬂjf(n)

Or1c1:0<i<l:>m —
a. N

n

Par suite : (YnelN) ;

Soit : F(a”) - e

an al’]

Donc : 031—0{23@”@):1—@—1‘@)

n
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Ft d’aprés la question (2-d)) Xllmo@ =0= lim F(n) =0ef xlmf(x) =0= lim f(n)=0

N—-+w n

Par suite lim (1—@ —f(n)J =1

N—-+0

D'ou: Iimﬂzl

n—>+o ¢
n

. (04
Donc : |lIm—= =1

N—>+o N

% Exercice 5.

£ 2
v arctan(n) " )
4] U _(Wj et v, =In(u, )pour toutn>1.

@ 1-pour fout n=1;o0na: v, =In(u,)

~ arctan(n)

- n(crc’ron(nﬂ)}
=nzln( arctan(n) j

orc’ron(n+1)

—r? (In(arc’ron(n)) —In(arctan(n +1)))

- (vn21); |v, =r?(In(arctan (n)) -In (arctan (1 +1))) .

Considérons la fonction f définie sur [0;+ed par : f(x) =In(arctan(x)) i
est continue sur ]0;+oq ( car x i arctan(x)est continue et strictement positive sur ]0;+od
est dérivable sur |0;+od ( car x> arctan(x)est dérivable et strictement positive sur y
Fi Alors f est continue sur [min+1] et dérivable sur Jn :n+1

W Et d’aprés le théoréme des Accroissements finis & 'intervalle ; on a :

¢ (3ceJnun+1)/f(n+1)-f(n)=(n+1-n)f'(c)

Donc: (Ice :|n;n+1[)/f(n+1)—f(n) =f'(c)

plus : (VX € ]O;+oo[); f'(x) :%

1
_ 14X
orc’ron(x)

1
- (1+ xz)orc’ron(x)

ouU : (3C€]ﬂ,ﬂ+1|:)/f(ﬂ+1)—f(n)= (1+c2)orc’ron(c)

1
(1+ cz)orc’ron(c)

=In(arctan(n+1))-In(arctan(n)) =
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= (ln(orc’ron(n +1)) —In(orc’roﬂ(ﬂ))) (1 n cz)orc’ron(c)

_n2

(1+c?)arctan(c)

Donc : (Vn>1) ; (30e]h:h+1[)/ Vv, =

N? <c? < (n +1)2
n<c<n+l=
orc’ron(n) < Orc’ron(c) < orc’ron(n +1)

1 1 1

2 < 2 2

1+(n +1) 1+c® 1+n
1 < 1 1
arctan(n+1) ~arctan(c) ~ arctan(n)
1 1 1
= 2 < 2 < 2
(1+(n+1) )Qrc’[gn(n+]_) (1+c?)arctan(c) ~ (1+n*)arctan(n)

2

=

-n 2

= (1+ nz)crc’ron(n)

-n
1+(n +1)2)orc’rc|n(n+1)

<vn<(

2 2

-n
(1+ nz)orc’ron(n)

(1+(n +1)2)0rc’ron(n +1)

Donc : (Vn>1) ; <v, <

-
@4 Ona:e) Im : = -
2 N+ (1+ N ) orc’ron(n) Orchn(n)

N—>-+o0 n N—-+w0

(car lim % =0et lim arctan(n) :% )
2

) De méme lim 2—n =0
n*+°°(1+(1+n) )orc’rcm(n+1)

ZiD'ou: limv, =0 et comme pour foutn>1; v, =In(u )=y, =e*

N—-+o0

¥ La fonction exp est continue en 0 ; alors : |limu, =e° =1

N—-+o0
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