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,“"\_"t i
Devoir surveillé n° 1 C-Continuité 2eme Bac SM
JUBSSIRGERS
Exercice 01 : (2,5 points)
ﬁsin(ﬁ)
Soit f la fonction définie par : f (x)= x—lx

1) Déterminer D, .

2) Calculer lim f(x) et lim f(x)

x—0" X—>+0

3) Montrer que f admet un prolongement par continuité enx, =1.

Exercice 02 : (03 points)

Calculer chacune des limites suivantes :

eI Z+Arctan[3 X_i —1]
— 2 3ax— X —

» lim 3 x=3 » lim

ol x—43x+3 X2 X—2

» |im (x— I3 +sinx) » lim (Arctan(Sx)— Arctan(4x))

X—>+0 X—>—

{5 )

Exercice 03 : (5,5 points)

On considére la fonction f définie sur R* par : f (x)=Arctan(x—1)— Arctan(ij.
X

1) Calculer lim f(x)et lim f(x).

X—>—00 X—>+%0

2) La fonction f admet-elle un prolongement par continuité en x,=07?
3) Déterminer la monotonie de f sur chacun des intervalles ]—oo;0[ et ]0;+oo[
Puis en déduire f (]—o0;0[) et f (]0;+e0[).
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4) On considere dans R /"équation : (E): f(x) = Arctan(%)

a) Montrer que I'équation (E) admet une unique solution dans R appartenant a
[ ’intervalle]l; +oo[ .

b) Résoudre dans R [’équation(E).

Exercice 04 : (02 points)
Soit f une fonction continue sur [0,2]tels que : f(0)= f(2).

Montrer qu'ils existent a et b de I'intervalle [0,2]tels que : a—b=1 et f (a)= f (b).
Exercice 05 : (07 points)

X2 — 2X

On consideére la fonction f définie sur | =]—0;0]par : f(x)= 1

1) a) Calculer lim f (x) puis montrer que f est continue sur 1.

b) Montrer que f est une bijection de I vers un intervalle J qu'on déterminera.

c) Déterminer f~(x)pour toutxe J.

2) Soit g la fonction définie sur I'intervalle K = }%%} par :

a) Montrer que : (VxeK), g(x)= % - puis montrer que g est continue sur K.
b) Calculer lim g(x)
X—>| %
—2tan(x)

c) Montrer que : (VxeK), g(x)=

(tan(x) —1)2

www.guessmaths.co E-mail : abdelaliguessouma@agmail.com WhatsApp : 0717467136
IaNaNaNaN NN ANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANAT

JSUVUVUVUUUVUVUVUUUUVUUUUUUUUUVUUUUUUUUUUUUUVUUUUUVUUUUVUUUUUUUUUVUUVUUVUVUUUUVUUUUUUUUUUL
A
aNaNaWaNaNelaNaNaiaNaNalalaNaNaNaNelaNaNaNaNaNalaaNaNaNaNaNaNaNaNaNaNaNaNaNalaWaNaWaNaNaWaWaNaWaN oW aWaWaNaWaN oW aWaWaNaNaN oW oW aWaNaNaNaW oW a Wl



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

d) Montrer que g est une bijection de K vers un intervalle L qu'on déterminera

e) Déterminer [’expression de la bijection réciproque g ™.

Correction

Exercice 01 : (2,5 points)

ﬁsin(i)
f =\~
(X) Xx—1
1)Ona: xeD; < x>0 et x=0et x#1.
< x>0 et x#1
< xe]0;1 U J1;+00]
Donc |D; =]0;1] U JL;+oof

2) Calculons )!I_)Fg] f(x) et lim f(x)

X—>+00

Ona: -1< sin(%)31<:> —JX < &sin(%)s \/§

Jxsin ”)
- \/; < X < \/; si x>1
Ny x—=1 x—-1 Xx—=1
Jxsin ”)
\/; < X S—\/; si0<x<l
 Xx—-1 Xx-1 Xx-=1
&sin(”)
Donc 0< X < \/;
Xx-=1 x-=1
> lim ﬁ‘:o d’ou |lim f(x)=0
x>0t | X =1 x—0"
» lim %‘=O d’on | lim f(x)=0
ﬁsin(”)
X

3)Ona: Ijg}f(x):lxiﬂ =
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Posons g(x) = &sin(%) ; alors g est déerivable enx, =1 comme produit de deux fonctions

dérivables enx, =1 et (vXe]O;+oo[) g'(x)= ZJ_S'n(ﬁ) ,[\é} (Ej

X X
D ou g'(l) = —7Z'COS(7Z') =7 et d’autre part ( (1) =

&sin(”)
Donc lim f (x) = lim——%/
x—1 x—1 X—=1
—lim g(x)— g(l)
x—1 X—-1
=g'()=7

lim f (x)=7

x—1

Comme Im} f (x) est finie alors f admet un prolongement par continuité enx, =1

h(x)=f(x) si x>0 et x=1

h(1)=7r

Définie par : {

Exercice 02 :

4 _ _ 3 _
>|im“/3x 2 —34x-3
oL x—43x +3

3x -2 -3/4x-3 _(V4 3X—2—1)—(M—1)

0o -
" x—43x +3 (x+3)-43/x
[\/3x—2—1]_ 4x-3-1
PBr=2+1) | (ax=3) +Yax—3+1
(x+3)3—43x
(x+3)° +4(x+3)€/§+42§/x>2
3x—2-1 4(x-1)

(Yax-2+1)(V3x—2+1) | | (¥ax=3) +Vax—3+1
X2 4+ 9X% + 27X+ 27 — 4°x

(x+3)2 +4(x+ 3)§/§+169/?
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3x—2-1 ~ 4(x-1)
(\4/3x— 2 +1)(\/3x— 2 +1) (3/4)(_3)2 +ax—3+1
B X2+ 9x* —=37x+ 27

(x+3)" +4(x+3)3/x +16Yx*

3(x-1 _ 4(x-1)
[((‘/3)(7—2+1)(\/3x7—2+1)] (M)Z+M+l
} (x=1)(x* +10x—27)

(x+3)2 + 4(x+3)§/§+163/?

3 4
[((‘/3)(7—2+1)(\/3x7—2+1)]_ (M)Z +34x-3+1
B (% +10x-27)

(x+3)2 + 4(x+3)§/§+163/?
4 4

. 3 3 i
Et lim =—; lim =5
o1 (Brx-2+1)(Vax-2+1) 4 > (Yax=3) +Yax=3+1 3
i (x2+10x—27) 16 -1
im = =—
1 (x+3)" +4(x+3)¥x +163x* 48 3
) . 3 4
. Y3x-2-Y4x-3 4 3
Donc lim = =4
ol x—43x +3 -1
3
”+Arctan[3 X=2 —1]
4 x—1
» lim
x—2F X—2

Soit la fonction h définie sur son domaine de définition par : h(x) = Arctan[3 ))((

[N
I
[N
N——o
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Donc h'(x)=0 et h(2) = Arctan(—l):—%

V4 X—2
+Arctan(3 1}
Doit lim = L im h(x) h(z) —h(2)=0

x—2* X—2 x—2*

» lim (x— Ix3 +sinx)

X—>+00

_ (x +smx
Pour x>1ona: x—4x3+sinx =

X2+ x3/x3 +S|nx+,3/ x3 +smx

_ —sinx
B : . \2
X% + X3/ X3 +sinx + f/(x?’ + smx)
—1<sinx <1l =1+ X3 < X3 +sink <1+ x°
( 3\2 3 . 2 3\2
(—1+x) s(x +smx) s(1+x)
| Y1+ <X +sinx <Y1+ X8
)
3\? 3, cinv) « 3 3\?
O<3(—1+x) 33(x +S|nx) < (1+x)
=
0< x¥=1+ 2 < x¥/x® +sinx < x31+

<9

Donc :

2 . 2 :
0<xX®+x3/-1+ x> + ,3/(—1+ x3) < X2+ X3 X3 +sinx + E/(x3 + smx) <X+ X1+ X3+ ,3/(1+ X
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D ou

1 1 1
< < <
X2+ X1+ X3 + «3/(l+ x‘°’)2 X% + X3/ x3 + sinx + ?/(x?’ + sinx)2 X2 4 X3=1+ x> + «3/(—1+ x‘°’)2

Donc

—Sinx
0<

1 1
< <
2 . . 2 \
X2+ x31+ X3 + 3/(1+ x3) X% + X3/ X3 + sinx + 3/(x3 + smx) X2+ X3=1+ x> + f/(—1+ x3

Et lim = I|m

TN x3 -1+ X3 +13/ 1+x x4+ %3 +,/ 1+x

Alors | lim (x— X3 +sinx) =0

X—>+00

» lim (Arctan(Sx) Arctan(4x))

X—>—

Arctan(3x)+Arctan( j
Pour x<0 ;ona:

T
2
Arctan(4x) + Arctan (—X) — %

Donc Arctan(3x)— Arctan(4x) = Arctan( Arctan( )

O<—1<1

Et x<-1= 4x

0<_—1<1
3X

0 < Arctan (_—1) <
4x

0 < Arctan (_—1) <
| 3X

-

=g

T
4
T
4
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(

_Z < Arctan (i) <0
4 4x

0 < —Arctan (i) < z
3X 4

1
e —% < Arctan(— —

)
J

=3

1 T
—_ < —_
3x) 4
— Arctan i < z

3X 4

o —% < Arctan(3x) — Arctan (4x) < %

A
T ( 1
< —— < Arctan| —
4 4x
tan (Arctan (3x)) —tan (Arctan (4x))

1+ tan (Arctan (3x)) x tan (Arctan (4x))
—X
T 1+12x3

—X
Donc Arctan(3x) — Arctan(4x) = Amtan(u 12x° )

D’ou tan (Arctan (3x)— Arctan (4x)) =

Et lim
x>—0] 412X

Alors lim Arctan(

X—>—0

>=0 ; comme la fonction Arctan est continue en0 ;

Ti o0 ) = Arctan(0) =0

Donc | lim (Arctan(3x) Arctan(4x))

X—»—0

> Iim[ Jx+/x - J_Arctan( \/_D

X—>+00

Pour x>0 :ona:

—\/T Ix =+/x Arctan(

2

= %(m— &) + &Arctan[“x\/;J

Arctan [1

) o)

X

1+\/§

X

_Z 1+\/_
A
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( 3\
Arctan 1+\/;
_z Jx L X
2 1 Jx 1+/x
x| 1+ = +1
\ x0T, X
.
Arctan 1+\/;
=z ; +(l+ 1 jx X
2 1 Jx 1+/x
1+ ——=+1
W\ Vx X
Et lim| ———|=1. nm[iuj:l
X—>+o0 1 2 X—>+00 \/;
1+ —=+1
Jx
Arctan 1+\/;
. X 1+ /X _
Aussi lim =1on pose X = alors x—>+wona: X -0 et
X—>+0 1.*.\/; X
X
lim ArctanX _1
X—0 X
D ou
Arctan[ \/]
X
lim \/x+ \/_Arctan( J = Iimz ; +(1+ 1 Jx
X—>+o +\/7 x—>+0 2 1 \/; 1+\/;
1+ —=+1
\/Q X
== +1x1=2+41
2
Donc Iim[ X+ —fArctan( D Z+1
X—>+00 +\/_
Exercice 03 :
(vXe R*) : f(x)=Arctan(x—1)—Arctan(£).
X
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1) » lim f(x)= lim (Arctan(x—l)—Arctan(%D

| _ 1
= lir rpw(Arctan (x- 1)) = Im (Arctan (;D
__T_og=_"
Donc | lim f(x) =—%
De la méme fagon on montre que : | lim f (x) = %
» lim f(x)= lim (Arctan(x—l)— Arctan(%))
| _ 1
— XI i rpw(Arctan (x- 1)) ~ XI i rpw[Arctan (;D
_Z_o=Z
2 2
Donc | lim f(X)=%

2) Soit x>0 ;ona: lim f(x)= Iim(Arctan(x—l)—Arctan(ED

x—0* x—0* X

. . 1
- Xn_)rgl(Arctan(x — 1)) - Xll_)rg(Arctan(;D

4 2 4
i ) 3T
Par suite | lim f(x =
x—0* 4

Soit x<0 ;ona: lim f(x)= Iim(Arctan(x—l)—Arctan(ED

x—0" x—0" X
. . 1
- X||%r3J1_(Arctan (x —1)) - XIlﬁry_(Arctan (;D
VA T VA
—Y——=—
4 2 4
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Par suite |lim f (x) ==

x—0"

Donc lim f (X) # lim f (X) - par conséquent f n’admet pas de prolongement par

x—0* Xx—=0"

continuité enx, =0.
3) Déterminons la monotonie de f sur chacun des intervalles ]—oo;O[ et ]O;+oo[

f est dérivable sur chacun des intervalles ]—oo;0[ et ]0;+oo] comme composée de deux
fonctions dérivables sur chacun des intervalles ]—oo;0[ et ]0;+oo[ ; et pour tout x € R*;on

a: F(9=(x-1) ><l+(x 1)’ (1),x

-+ 1.1
L+(x-1)" X l+i2
X
1 1
= 7+ 2
1+(x-1) 1+x
1 1

= 7+ 2
1+(x-1) 1+x
Donc (VX € R*) ; f’(x) >0 ;par suite f est strictement croissante sur chacun des

intervalles ]-o0;0[ et ]0;+00o] .

Dot f(]-0;0[)= }Ilm f(x);lim f(x)——[=}—% %[

X—>—00 Xx—0"

et f (]0;+00[) = ]Ilm f(x); lim f(x)[ }—37”%[

x—0* X—>+00
— ), ) 19
4) On considere dans R /’équation : (E): f (x)= Arctan 5
a) Ona: % >1= Arctan(%) > Arctan (1)
= Arctan (Qj ST
8 4

1
Donc Arctan (Eg) & il—% %l: d’ou l’équation (E) n’admet pas de solution dans]—oo; O[
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Et Arctan(%) € }—377[ g[ ; comme la restriction de f & ]0;+oo[ est bijective alors

I’équation ( E)admet une unigue solution dans ]0;+oo|

De plus f(1)= —% ; donc si x est solution de (E)alors f(x)> f(1)

Car Arctan (E) > z
8 4

D’on x>1 fest strictement croissante sur ]0;+oof
Par suite I’équation (E)admet une unique solution dans J1;-+eo[

< 8x* —8x—-8=238x—-19
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o
0 q
D C
0 q
D C
0 q
D C
0 q
D C
0 q
D C
0 q
D C
0 q
D C
0 q
D C
0 q
: g
D ) \ C . . .al - T C
~b) D’aprés ce qui précéde on : W si Xe]—oo,O[ ; alors f(X)e 5 d
D C
0 q
g > si x e ]0;+0[ ; alors f(X)e:l—?)—”;z[ g
> 42 c
. e N
b onc tan(f(x))eX|ste etona: tan(f(x))—tan Arctan(x —1) — Arctan ™ S
D C
E tan( Arctan (x—1)) - tan (Arctan (1)) g
: = S
0 1+ tan(Arctan(x —1)) x tan (Arctan (1)) 5
: S
@ 1o :
: - 7 g
. 1+(X—=1)x— d
2 (x=1)x_ :
g _ x> =x-1 5
g X+x-1 g
5 2 _y_ c
g :XZ—Xll g
X_
g 1 x*=x—1 Si
o D’ou Arctan(x—l)—Arctan(—):Arctan S c
g X 2x—1 g
P . x> —x—-1 19 q
g Soit x>1 ; Alors (E) < Arctan| ———— =Arctan(—j g
0 2x-1 8 2
& x*—x-1_19 5
x 2x-1 8 :
5 d
) C
0 q
0 q
0 q
o 9
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< 8x°—46x+11=0

Ona: A=(46)"—4x8x11=1764

Do - _ 46-+/1764 y _ 46++/1764
-4 2x8 2 2x8
_46-42 _46+42
16 "~ 16
_1 _1
4 2

Ona: x <letx,>1

Donc (S = {1—1}
2

Exercice 05 : (07 points)

(VXe I =]—oo;0]) ; f(x)=

_V

1)a)Ona: lim f(x)= lim

X—>—0 X—>»—00

X2 = 2x
x-=1
VX2 =2x

=x|—l>r—noo _(1_)()
Y s
X0 (1—x)2

. X% — 2X
= lim—,|[————— =-
x>0 \1-2X+ X
2

. X" =2X : :
(car lim ————— =1 et la fonction x— J/x est continue en 1
x>]—2X+ X

La fonction x — +/x* —2x est continue sur | comme composée de deux fonctions
continues sur I ; la fonction X+ X—1 est continue sur I et ne s annule pas sur I, donc f
est continue sur | comme quotient de deux fonctions continues sur |.

b) f est dérivable sur | est pour tout xel ;ona:
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X2 = 2x JI
1

X -

f'(x)=(

(2x=2)(x-1) -
) zm — /X" =2X

(x-1)
_ (x—l)2 —(x2 —2x)
(x—l)zx/x2 — 2X
1

- (x—l)2 VX2 = 2x
Donc (vXe I =]—oo;0]) ; f'(x)>0
Alors f est continue et strictement croissante sur | ; donc f est une bijection de | vers un
intervalle J = f (1)
J = f(J-;0])
= |1im 1 (x):1(0)]

-}

c) Soit ye I pour toutxe J ;ona: y=f*(x)< x=f(y)

VY’ =2y

SO X=
y-1
oy y? -2y
\(y-2)°
2
exe =) -
(y-1)
1
SO X= [1-
(y-1)
1
o xi=1-
(y-1)°
@ (yil)z X
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Or y<0 ;donc (vxeld); |f(x)=1-

a) Pour tout XEK=i|£;£i| ;ona: f(cos(2x))=1- 1
42 (cos(29) \/1—(cos(2x))2
1

Et Z<x<£:>£<2x<7r
4 2 2

= 0<sin(2x) <1
:>O<|sin(2x)|<1

= f*(cos(2x)) <0
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D’ou g est 'inverse d’une fonction continue x> f_l(COS(Zx)) (comme composée de deux
fonctions continues sur }% %[ et f‘l(cos(Zx))ne s ‘annule jamais sur }%%[ ; doncg
. T T
est continue sur |—;—| .
4°2

Etudions la continuité de g a gauche en x, =%

_ 1
sin(2x)

_ sin(2x)
sin(2x) -1

Pour tout XG}%;%[ ;ona: g(x)=

Donc lim g(x)= Iim_%
SO
==
2
Par suite g est continue sur K.

=0etg (%) =0 ; alors g est continue a gauche en

b) Calculons lim g(x)

X— —
4

iim g(x)= tim —n2X)___

=g =g sin(2x) -1
(Car sin(2x)—-1<0 et sin(Zx%)—hO)
T , sin(2x ,
c) Pour tout XG:IZ;EI:OI"I a:g (x)=[ﬁ]
_ 2005(2x)(sin(2x)—1)—Zcos(2x)sin(2x)
(sin(2x)—1)2
_ —2c0s(2x)

(sin(2x)—l)2
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Et xe z;Z = 2X € Z;7z
4 2 2

= cos(2x) <0

Donc [VXG:I%;%I:J ; 9'(x)>0

D ’ou g est continue strictement croissante sur K ; par suite ¢ ’est une bijection de K vers

un intervalle L = guZ ZD }X_I:(TJQ(X) _I)l(r?Jg(x){

=]

sin(2x)

d)Ona: (Vxe K),g(x)=m

2sin(x)cos(x)
2sin(x)cos(x) -1
sm(x)
cosz(x) cos(x)
cosz(x) 2sm(x) 1
cos(x) cos®(x)

2tan(x)

2tan(x) (1+tan2(x))

—2tan(x)
(tan (x) —)2
—2tan(x)

(tan(x)—l)2

e) Soit X € ]~o0;0[ etye}— E[ ona:y=g*(x)<x=g(y)

Donc(VxeK) ; g(x)=
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—2tan(y)

<:H:(tan(y)—l)z
Posons Y =tan(y)
Ona: x= (Y_i)z o x(Y-1)"+2Y=0
e x(Y-1) +2Y=0
& x(Y?-2Y +1)+2Y =0
S XY2+2(1-x)Y +x=0
Donc A =4(1-x)’ —4x* = 4(1-2x)
pou v, = 20X 21-2x =20 21=2x
=_(1—x)+\/1—? =_(1—X)—m
X X

. .z _
Ona: yeL,z[:Y tan(y)>1

Or pour x=-=1;o0na: Y1=2+\/§>1 et Y2=2—\/§<1

_(1— X) +~/1—2X (1—x)+\/1—2xJ

Donc tan(y) =

= Yy =Arctan (—
X

Par suite (‘v’x € ]—oo;O[) ; 97 (x)= Arctan(— -

(1—x)+ﬂ}
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