Correction Examen National 2014

Session de Rattrapage 2éme Bac SC.Maths

Vi Exercice 1

%5 1) Par firer de I'ume U il fait d'abord tirer une boule Blanche de

v 2

I 'urne W donc : Py ey = 3

i Z

¥ 2) La probabilité d'obtenir 2 boules Blanches a le fin de I'expérience de rédlise si

) On tire une boule Blanche de l'urne W puis 2 boules blanches de I'une U, ou tire une
boule Noir de I'urne W puis 2 boules Blanche de l'urne V d'ou :
. 2 C 1 C
(2boulesB) — §XC_§+§XC_§
2 3 1 1
=—X—+—=X—
3 10 3 10
_7
Vv 30
¥ 3) Lai de probabilité de le variable aléatoire X.
Ona: X(Q)={0:1:2}
1 1 1 1
3 Cs 3 Cs
2 2
PX=0)=2xS2 LSS
3 C, 3 C; 30
D'apres question 2) P(X=2) = %

D'ou la loi de probabilité de X.
X 0

P(X=x) 5

30

Vi Exercice 2

0 (VneN)c,=2.10"—1 et b, =2.10" +1 .

i 1) Ona:b =c x1+2et0<2<c, (car:nx1)

5 Alors , d’apres I’ Algorithme d’Euclide : b, nc, =c, A2
Et comme c, estimpair; alors: ¢, A2=1

Donc : b ac, =1

29 On en déduit que b, et ¢, sont premiers entre eux.
¥50n conclut : |cn A2 =1|e1L b Ac, =1

#2) Comme b, ac, =1; alors d’apreés le théoréme de Bézout :
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3(x;y,)eZ? / bx +cy, =1.

D’apres I'algorithme d'Euclide ,on a :
b,=c,+2
c, =2(10"-1)+1

=1=c,—-2(10"-1

n

=1=c —(b —c. )(10" -1

n n n

—=1=c,.10" +(1-10") b, =b_.(1-10")+c,.10"

:On deduit que : |x, =1-10"|et]y, =10"

Exercice 3:

. Viab)e(]-1:T ‘s o*bzlc';z
+

1) a) Soit (a:b)e(]-1:1

“l<a<1 |lo<1
-
-1<b<1 bl <1

* On

:>|C1b|<]
= -l<ab«]
=0<1+ab<?2

v(ab)e(]-1:1 * 14ab>0

c1+b_
+ab

(a-=1)(1-b)
" l+ab

axpb-1= 1

a*b-1<0 (car a-1<0;1-b>0 et 1+ab>0)

axp <]

Taxb+1= a+b +1
1+ab

_(a+1)(o+])
~ l+ab

Donc: a*b+1>0 (car a+1>0; b+1>0et 1+ab>0)
D'ou: -l<ax*b

On en déduit que : (Y(ab)e J*) ; —1<axb<]

Donc (V(a:b)e J*) (axb)elJ .
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P e g

d'ou: * estune loi de composition interne dans J.
¥:2) a) Montrons que la loi * est commutative et Associative dans J.

« On a: pourtout (x;y)eJ? :

xry = X+Yy
1+ xy
_YH+X
_1+yx
=Yy *X

Donc la loi * est commutative dans J.

* On a: pour tout (x;y;z)e J® :

X+Y
T+ xy
X+Yy

+Z
T+ xy

+(X+nyz
1+ xy

_ X+Y+Z+XYZ
T+ Xy +XZ+Vyz

~ xey)rz=

y+zZ
I+yz
R AR
B 1+yz
y+zZ
I+yz

— X*(y*z)=x*

T4+ X x

X+ Y+Z+XYZ
1+ Xy +XZ+Yyz

Donc (x*y)*z=x*(y *Zz)
D'ou:laloi * est associative dans J.

Conclusion : la loi * est commutative et associative dans J.

j;:j Déterminons I'élément neutre e pour * dans J.

tel que (VxelJ) i x*xe=x

e Pour tout xeJ;ona:
X+e
Xx*re=——=x<x+e=(l+xe).X
1+ x.e

<:>(1—x2).e:0
<e=0 (car xel=]-1:T et par suite 1-x* %0

Puisque * est commutative on adonc : x*0=0*x=X
Et comme OeJ, alors : 0 est'élément neutre pour la loi * dans J.

p?
p
y:
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iR R A A R A R A A S A A Gl AP G i O G s
n n ;x) est un groupe commutatif
C) Monftro s que (J, ) ®] P .

On a:laloi * est commutative et associative et admet un élément neutre 0 dans J.
Reste d monftrer que tout élément de J est symétrisable dans J pour la loi *

Soit xeJ . Cherchons x' de Jtel que : x*x'=x"#*x=0
x*xX'=0< X+X =0
T+ x.X
& xX'=-x

Comme X e ]—1 ;1[olors X e ]—1 :1[ et * est une loi commutative dans J ;: donc :
(VXGJ)(EIx'z—XEJ) DxxxX' =x"#x=0
Donc tout x e J admet un symétrique x' = -x dans J parlaloi *.

Conclusion :
(J ;%) est un groupe commutatif.

=1

f}:ff f est une application définie sur Rpar :f(x) = — ]
4] +

1) Montrons que f est une bijection de Rvers J.

¥ Soit y e J ; Résolvons 'équation :f(x) =y Soit x R
y x
Fix)=yey=

e’ +1
oS yet+y=e* -1
o ye'e=—y_]

< y+1
e =1
DY

Et comme y e ]-TT . alors ]YJ;]>O

Donc: f(x)=y < x= In(%]
B Ainsi - (vy <)) (3xeR) : f(x)=y

en déduit que f est une bijection de Rvers J.

Remarque : On peut montrer que f est continue et strictement croissante de R dans
y f(R)=]-11[ . et on déduit que f est une bijection de R dans J .

L une loi définie dans J par :

(V(x;y) € J2) 1 xLy="f(glx)xgdly)) (g estla bijection réciproque de f)

Mon’rrons que f est un homomorphisme de (R :x)vers (J ;L) (J'=J-{0})

(x;y)e(R)? . Ona: f(x)Lfly)=F(glf(x))xglf(y)))
Comme g est la bijection réciproque de f alors g(f(x))=x et dglf(y)) =y
¥iDonc : f(x) Lfly)=f(xxy)

f est un homomorphisme de (R ;x)vers(J" ;1).
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2) Montrons que (J;*;L)est un corps commutatif.
Ona (J ;*) est un groupe commutatif d’élément neutre 0.
a f est un homomorphisme de (R ;x)vers (J' ;1) ; et (R :.) est un groupe Commutatif
donc(f(lR* );L) est un groupe Commutatif
f est une bijection de R dans J, alors f(R)=J
¥ Et comme f(0)=0 (0eR et 0l ), alors f(R")=J .
Par suite (J°;1) estun groupe Commutatif
Et on a L est distributive par rapport d * dans J.
Donc : (J V¥ ;J_) est un corps commutatif.
Exercice 4
- 1) Résolvons I'équation : z° +i=0.
a:72°+i=0= 2> =i
j 22 =100y
2
T .1

2
1

(. 1

Comme a est la solution de I'équation qui vérifie Re(a)>o; alors : a=

=7 oOUzZ=—-——=

y
y
&

4

& Donc :
] =
44 .

4

4
y

]
2

2 2

Donc: l+a=1+——-i—
2 2

T

i
=l+e *

Comme 0<£<Z alors ; cos z >0
8 2 8

On déduit que : [1+q| = 2cos[%) et 0rg(1+o)z—% [27]

b) D'aprés la question précédente on a : [1+a|= QCOS(%J

Donc : cos[z) = l|1 +d
8 2
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Donc:

c)Ona: (1+a)(l-a)=1-a’=1— (=i ) =1+i

e D'apres ce qui précede ;on a:

Ona :1—0:i ;donc :

+0
1+i

1— -

1+a

(arg(1+i)—arg(1+a))[ 27 ]

(5

= % [272']

3r

Donc:

l—a=+2-

2 cos3—7z
8

+isin

8

Remarque : On peut aussi écrire :

’
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Alors : arg Z% z—%[Qn]

Donc : (ON;OM’ E%[zﬂ']

Par suite les droites(ON) et (OM’)sont perpendiculaires.

2) a) Montrons que : 7' —a :iz(;—c1
z

[
Ona: Z-a=-—-a
Z

—-i—az

Donc :

b)Ona:zZ+a=7-a+2a
.Z—q
=i + 20
az
_iz-ia+20’z
az
iz-ia-2iz s .
= carg® =—j
az
iz+<J
az
.Z+0Q
Donc: zZ +a=—-i——
az
DoUu:z#—a=z+a=0
=7+a=%0
=7'#-a
Parsuite : z#—a=7 #-qQ.

.Z+0Q .Z—a
Ona:zZ+a=-—— etz -a=i——
az Qz
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F_O
~Z'-a az Z—0a
Donc: ——= =—
Z +d _F+O Z+d
az
. Z'-a Z—a
Cad: — =—
Z'+a Z+0a

3) On suppose que les points A ; B et M ne sont pas alignés , alors z=—-a donc z'# -a
D’ou les points A; B; M et M' ne sont pas alignés

W . L . Z'-a z+a
@Donc: A;B;MetM'sontcocycliques est équivaux a X — eR.

Z—a Z +d

. Z'-a
 Et d'apres (2-b) : =

Z'+qQ
v Z'-a z+a
¥ Donc x——€lR
Y z-a 7'+a
b5 D'ou les points A; B; M et M' sont cocycliques.

5 Exercice 5 :

est définie sur ]0;+c[ par: f(x)= _\l/n_x
:::f "
—Inx

Vi . . . —1 .
;1) Ona:e) Iimf(x)=Ilim—=4x (car Im —==-wet imlnx =—x
5 ) ) x—0" ( ) x—0" \/; ( x—0" \/; x—0" )

) lim f(x) = lim 0%

X—>+00 X—>+0 , X

lim ——2|n\/;

X—>+00 \/;
. —2Int
= lim =
w t—-+o0 t
% Interprétation Géométrique
¥ - la courbe de f admet I'axe des abscisses comme asymptote horizontale au voisinage
¥ de +o
9% - la courbe de f admet I'axe des ordonnées comme asymptote verticale

0 (On poset=«/;) , (car tIim¥:0)

%5 2) La fonction x> Inx est dérivable sur 0;+| ;

% La fonction x - +/x est dérivable et ne s'annule pas sur |0;+od[ , donc f est dérivable sur

]\/— 1
—— X+ —=Inx
X 2%

X

0:+0[ et pour tout x & J0;+e0[ , ona: F(x) =

_Inx -2

- 2x\/;

_Inx -2
2x+/x

f'(x)est du méme signe que Inx -2

Donc : (vx e J0;+e] ) |F()
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INXx-2>0<1Inx>2
# o xze’
ZiDonc = f'(x)>0 pour x e[ e +oo|

- £'(x) <0 pour XG:'O;GQ:I

# Par suite f est strictement croissante sur [ e?;+ | et strictement décroissante sur 0;e” |.

La fonctiong, est définie sur]O;l[ par: g.(x)=f(x)—x"; oU nelN".

b a) Montrons que g, est strictfement décroissante sur]O;l[.
Les fonctions x - f(x)et x > —x"sont dérivables sur |0: : donc g, est dérivable sur ]0:1
comme somme de deux fonctions dérivables sur J0:1 , et pour tout x € |0;T on ar: k
g, (x) = f'(x) —nx""
(Comme f/(x) < 0sur 0;1] (]0:1] c ]O;eﬂ) et —-nx""' <0)
Alors: (vx e J0:T) & dhx)<0
Par suite g, est strictement décroissante sur]O;l[.

b) Montrons que : (Jla, € 0:T) : fla,) =(a,)"
g, est continue et strictement décroissante sur]O;l[; donc g, est une bijection de

1o:1 vers gn(]OﬂDe’r: gn(]o;l[) }leirlmg XIlrgg [=:|—];+oo|:
Comme 0 e |-T;+o0] alors I'équationg, (x) =0 admet une unique solution «, dans |0:T :
cad: (e, € [0:) : g, (a,)=0. ;

Donc: (Jle, € JO:T) © fle,) = (a,)

c) Montrons que : (VneN') ; g (a,,)<0.
Ona: fla,,)=(a,,)"
Donc gn( n+1) (@)™ = (e, )"
= () (e, =)
Comme a,, € |0;I[; donc : (,.,)" > 0et(a,,-1) <0

Par suite (VnelN') ; g, (a,,)<0.

d) Montrons que la suite () . est décroissante.
Ona:(vneN); g (a,)<0et g (a,)=0

Donc: (vneN'); g (,,)<d,(a,)
Comme g, est une bijection strictement décroissante sur |0;T ; alors g;'est aussi
strictement décroissante sur |-T;+o0[ ; donc :

(VnelN*); 9. (9 (2.)) > 9 (9. (2,))
D'ou: (VneN'): a,,>a,

n+1
Par suite la suite () . est strictement croissante.
Conclusion :
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La suite () esT crowson’re et mOJoree por 1 alors elle est convergente.

¥ 4) a) Soit ¢= lim a,

N—+o0

Vérifions que : 0<eq, <¢<1.
Ona: (Vn e N’ );O< a,<ldonc 0<¢<let (a,) ,.estcroissante
donc: (VneN'); a, 2 a,.

D'ou: limea,=¢>¢,; Donc ¢ vérifie 0<a, <¢<1.

N—+o0

b) Montrons que : h(a,)=

On a pour tout x e J0;1 ; hix) =_l+w

. 1 In(=In(a,))
(VDQN),hmJ_—§+—7ﬁ;——

n

et a, € |0: donc :

—Inx

N9

-In(er,) N

o

Comme Vx>0 ; f(x)=

Alors : (o, ) =fla,) =

Donc: (vneN") ; hia,)=-~

Donc : |(vneN"):h(a,)=n|.

¥ Remarque : On peut aussi faire un raisonnement par équivalence successive comme suit :

—In(e
i f((ln):(an)n = ( n)_

W—(‘Zn)n

& -Infa,) = e, (a,]
<:>In(—|n(an))=|n(\/z (O!n)n)
&In(-Infa,)) =In(ya, ) +In( (a,])

)
< In(-Infa,))==In(a, ) +nin( a,)
In(=In(e, ))

In( a,)

=N
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gt gt g g dh gt e g g g ath i stk g g adth g g i

< hle,)=n

c) Montrons que : ¢ =1.
Par I'absurde , supposons que ¢ =1; alors 0<¢<1 (car 0<g,<¢<1,d'aprés 4-a).

Et comme h est continue sur [0:T (donc en¢) ; alors :
lim h(a,)=h(¢); ce qui est absurde ; Car h(a,)=n et limn=-+w.

D'oU: {¢=1

d) Montrons que lim (e, )" =0.

N—+o0

-In(e,)

o

Ona: lime, =1 et () =

. . —In(e
Donc : lim(e,)" = lim \/L”)
N—>+o0 N—>-+w0
ah

—Inx .
La fonction u: x > —= est continue sur ]O,l] doncen 1, alors:

NS

lim (e, )" = ~Infa,)

N—+o N—+0 ’
an

Par suite : [lim (a,)" =0

N—>+00

= JLrIZOU(“n) =y()=0

1) Etudions le signe de lintégrale :L]f(’r)d’r (xeR;)
¥ Ona: +)Soit 0<x<1etsoit te[x:1], dlors Int<0, d'oU f(t)>0

La fonction f étant continue sur [x;1] , donc J.X]f(’r)d’r >0

*) Soit x>1 etsoit te[Ix], alors Int>0, d'oU f(t)<0
La fonction f étant continue sur [1:x] , donc fo(f)df <0, d'oU —_[]Xf(’r)d’r >0
Alors [ fif)ait>0

Conclusion
(vxeJor+ee] ) ; [ fitlatt >0.

b) Montrons que pourx e [0;+o] : J'X] f(f)dt = 4— 44X + 24X Inx.
Faisons une intégration par parties :

ut)==Int > U'(t)=—-
On pose :

v/(t) = Sv(t) =24t

1
&I

U et v sont dérivables sur ]O;+oo[, u' et v’ sont contfinues sur ]O;+oo[, donc :
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it i i i i i i

j f(t)dt = j dt

_ [-zﬁln(t)l : L](—Q\/_x%jd’r
_2f|n(x)+2j —d’r

=2&|n(x)+2[2ﬂx

:2&|n(x)+2(2—2&)

= 4—4x + 2JxIn(x)
D'oU ¢ (vx e [0roo] ) ; | [ fitiot =4~ 43k +24xInx .

c) Soit S I'aire de le partie limitée par la courbe (C); I'axe des abscisses et les droites
d'équations x=1 et x =e?.

Alors : S = Lez [f(x)|dx (u.a) = —J';z —f(x)dx (u.Q) (cor f(x) < O sur [1;e2]) , donc
=[4-4dx+2Jx |n(x)f (u.a)
(4—4\/e_2+ 2\/e_2Ine2) (L.Q)

(4—-4e+4e) (ua)
4

£i2) soit neN'; on pose : U, = lZf(E)
o " "

k k+1

a) f est continue et strictement décroissante sur 0;1]et {n

} 10:1] ; donc f est

continue et strictement décroissante sur P:] k:]} d'o
:f(k+])<f( )<f(k)
n
k+1 k
fl — [|." dx < <fl=1|,"d
:(njjn xj (x X [n)j X
k+1
Ona:s) f(—} N dx = [kH K (EJ=1 [ﬁ)
n )- n n
k+1
3 (e (SR - EJ
n)*. ni\n
k <

Onen deduﬁque pour fout nelN" et 1< -1;ona:

K+1 = k
—f— < nfxdxs-f—
(j fs ™) U

b) D'apres ce qui précede , on a pour tout nelN" ; et 1<k<n-1:
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e
< I;f(x)dx < %f

(1):0 ;donc :

5
o \N

n— k+1
°) z]jk”f(x)dx = J':f(x)dx (Relation de Chasles)
=R n

On en déduit que : (YneN’); U ——f( ]<If )ax <U,

Donc : U, < ( j+J'f x)dx et [ f(x)dx<U,

Alors : J]f( Jax <U, < ( j J'f

n

c) D'aprés la question b}, on a: (YneN") J'if(x)dx <U, s%f(%}tﬁf(x)dx
Et d’aprés (II-1-b), on a': pour X e |0;+o0| : L]f(’r)d’r= 4— 4% + 2xInx , donc :

40, fim M0 _ iy o0N)

MwT e Jn e =0

Donc: Iim ]]f(x)dx=4

N—+o0 ¢ —

De plus : Iim lf(lj \/_In(n)

N>+ \ N

Dou: lim [if(x)dx = lim lf[—

N—+o00 d — n—+0 N
n

Donc : |[lImU, =4|.

N—+o00
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J Exercice 6
5 . e 1
g4 g est la fonction définie sur [O;+oo[ par: g(x) = J‘fe‘*zd’r.
L4 X
A‘:j . X
%iOnpose : (VxeR") ; I<(x)='[] e " dt
1
¥ 1) a) Pour toutx e[O,+oo[ ; glx) =_[ e "dt
) Jx
=- ]&e‘*2d’r
()
Donc : (vVxeR"); g(x) :—k(«/;).

b) La fonction u:t>e™ est continue sur IR; donc la fonction k est dérivable sur R
vt Jtest continue sur [0;+x[ et dérivable sur |0;+w[ ; done la fonction g est

continue sur [0+ et dérivable sur ]0;+oo[ .

c) pour tout x e J0;+ec[ ona: g'(x)=

_—Eéiw@&)z—

Wx

Donc : (vxe [0+ ) : g'(x) <0,

Par suite g est strictement décroissante sur ]O;+oo[ ; et comme elle est continue
a droite en 0; alors g est strictement décroissante sur [O,‘+oo[.

£ 2) o) Montrons que : (wx e J03[); S
L Soit xe ]0:+00[ ; g est continue sur [ 0;x Jet dérivable sur |0;x] ; d'aprés le théoréme des

g(x)—g(O) :gr(c) __ e\/c_
X 2\c

accroissements finis : (Elc = ]O;x[) :

0<2yc <2x

—X<-C

Ona: O<c<x:>{

1 1
—120x “24c

—X<-C
L I
=12dx  2c

e*<e"

—X 7C

QJ_ QJ_

QJ_ QJ_
9(x)-9(0) _ e~
X 2Jx

D'ou: (‘v’x e :|O:+oo[);
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Donc Iim
x—0* X

D'ou : g n'est pas dérivable & droite en 0 et la courbe de g admet une demi-tangente
verticale a droite du point d'abscisse 0 dirigée vers le bas.
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