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QUESSMATHS
Revue u? : Chapitre « limites et continuité»
2éme Bac SC. Maths

Contenne du chapitre :

- Résumé du cours

- Exercices d’ application

- Astuces et méthodes

- Série d'exercices corrigés

1% Cowseil aux bacheliers afin de biew préparer lenr Examen

Comme dit le proverbe frangais « riew e se perd rien ve se

crée tout se travsforme »

Alors le secret de la réussite c’est de +ravailler

réoulierement.
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LIMITES €T CONTINUITE
(Partie 1)

Continuité en un point
Définition :

Soit £ une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant un réel a.

on dit que f est continue en asi lim £ (x) =F(4)
X—>a

Coutinuité 4 droite et 4 gauche

Définition .

1) soit ¥ une fonction définie sur un intervalle ]b; é]] ou

on dit gue f est continue a droite en asi lim £ (x) =7 (a)

x—a"

o dit gque f est continue a gaunche en asi lim £ (x) =F(a)

X—a -

Propriete :
f est continue en a ssi f est continue 4 droite en a et contiuue 4 gauche en a.

Définitions .

1) on dit que ¥ est continue sur l'intervalle ouvert I sielle est continue en tout point de
7.
2) on dit que £ est continue sar lintervalle [ a; &) sif est continue surlab| et 4 droite

en 4 et a gauche en b.

o [ est continue sur I

Fest discontinue ena |\ _ -

| \ .
A - ; |+
7’/"0,13/"/'5’7‘5’5 N

Les fonctions polmomes, les fonctions rationelles, les fonctions x v ~x , cos, sin et +an
sont continues sur lear domaine de défini+ion.
Soient-f et g deux fonctions continues sur an intervalle I et k € IR alors .

1) les fonctionst +9 , kxgkxf, fxg et|f|sont continues sar T.

2) si g ne s’ anule pas sur I alors 1ot 7 sont continues sar I.

9 9
3)sig20 sur I alors \Jg est continue sur I.

Prolongement d'une fonction par continuité

Définition
Soit f une fonction définie sur an intervalle onvert pointé de centrea mais non définie en
a.
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On dit que f admet un prolongement par continuit€ en a si £ admet ane limite finiel en
a.

g(x)=F(x) si xePp\{a}
gla)=/
Est continue en a et s’appelle le prolongement par continui+é de f en a

Composée de fonctions continues :

Théoremed :
1) si f est continue en a et g continue en b =f(a) alors gef est continue en en a.

2) si fest continue sur I et g continue sur J avec £(I)c T alorsgef est continue sur
T
Théoreme2 :

La fonction g définie sur by U {4} par: {

Siimf(x)=b et g est continue en b alors : limgeof (x)=g(b)

Théoréme des valeurs intermédiaires(T.V.T) :
Solt f une fonction continue sar [a;b] .Pour tout nombre réel ¢ compris entref (a) et

£(v), il existe au moins un réel k dans [a,b] tel que : £(k)=¢
Exemple :

Al 4|4l 4| 4] 4] 4] 4| dl4| 4 4] 4] .4 44| 4 4.4

Corollairel :

Soit  une fonction continue sar [a;b)] telle que . £(a)xF(b)<0 alors il existe au moins un N
réel ¢ dans|a, b +el que £ (¢) =0
Corollaire 2 :

Soit T une fonetion continue et strictement monotone sur [a,b] felle que :f (a)xf (b)) <0

alors.il existe un unique réel ¢ dans |a;b| tel que : £(¢)=0

\
A

fib) b))

vt

J/

fi)]

I \
fafla)) .

solition de F'équation fjx)=0
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TImaae d’un intervalle par une fonction continue

Rappel
® T unintervalle de IR, N(ab)eIl*|asb :[ab]lcT

o A (I)={Ff(x)/x eI} image de I par f.

Théoréme :

® Si £ est continue sur un intervallel alors t (1) est an intervalle de TR,

cad. : Limage d'un intervalle par une fonction continue est an intervalle

® Si fest continue sur [a,b] alors  est bornée sur [a,b] et atteint ses bornes

F(labl)=lmm] Oa m=piuf et m=paxf

[a.6]
(3x ela b))/ £(x)=m et (35 e[ab])/f(x)=m
Théoréme de la bijection

Si £ est une fonction continue et strictement monotone sur-un intervallel ,alors :

1) (L) estun intervalle de méme nature que I.

2) fest bjjective de I vers £(I)

3) la bjjection réciprogue £ est continue et strictement monotone surf (1) de méme
monotonie que f.

4) les courbes de £ et £ sont symétrigues par rapport dla drofte (A):y=x appelée
premiere bissectrice du repére

(VxeI)(Vyef(I)):f(x)=y=x=F"(v)
(Ve e D) of "of (X)=x & (Yyef(D)):FoFf ' (v)=y

Founction arec tangente

: o : . T T
Soit f la restriction de la fonction x v~ tanx 4 l'intervalle }—z , z[

: : : T
f est continue et strictement croissante sur }—— ; —[ et u— z ; ED =1R
2 2 2 2
Done £ est une bjjection de }—z ; z[ vers IR .la bjjection réciprogue de f se note

arctow et s’ appelle la fonction are tangente
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(VX € }—%;%D(Vy € IR): tanx =y < arctony = x

Conséguences :
1) la fonction arc tan est définie, continue et strictement croissante sur IR,

2) (VX < }—%%D arctan(tank)=x ; (VX e IR): tan(arctanx) = x

3) (VX eIR)(Vy e IR): arctanx < arctany < x <y
4) (VX eIR)(Vy e IR): arctanx = arctany < x =y
5) arctan est impaire

@) lim arctanx =§ et lim arctanx =—§

Z) La courbe de I arctan

y = Arctan x

Tl

Fonction racine wo

Soit ne IN et soit fla restriction de la fonction x +—> X" 4 IR

f est continue et strictement croissante sur IR e+ (I\Z i ) = IR " done  est une
bijection de TR* vers ; (VxeR)(VyeR" ) ix" =y < x =y

Yx =x ; ¥x =x Racine carréde x ; X racine cubique de X ;

Conséquence :

1) la fonction X v XX est définie, continue et strictement croissante sur TR

ZJ(VX€R+)i</X7=X 67‘(VX€R+):(’</})W=)(
3](V(X;L/)eR+xR+):x<(/<:></;<</;
4)(V(X}‘/)€R+XR+):X=(/<:>(/;=:\4/;

5) lim 4/x = +oo

X—>+00

Equation :x" =y dans TR (discuter)

Si n est impair l'équation admet une seule solution

Sin est pair ety >0 [equation admet deux solutions iy e+ —ify
Sin est pair ety <0 ['Equation n'admet pas de solutions.
Opérations sur les racives v’

(V(ﬂ,'k) € IEZ) ; (V(M,',D) € I/\/*z) ona.
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1) Yaxb =axb 2) i = (4a) 3) {2z ="z

P _n Mﬁz%
)Xo =4a =0

Propriétés :
1) Si Fest continue et positive sur I alors {[f est continue sur T.

2) Silim £ =40 alors  lim Y =+
X=X

X=X

3) Silim £ =1 e TR  alors lim {f =4I

X=X X=X
Puissance rationmélle d'un réel positif (extension de la puissance entiere)

Définition :
P

Soit acIR etre® onposc:.r==avecrel etqeN
q

Le réel positif a’ senote 4" ou a”
Remarque .

1
(vxeIrR*)(VneIn') ;¥a=a
Opérations sur les paissances rationnelles

Propriétés .
Soient (a,b) e IR et (r,r)e@*(r;r') e @

1) (/)F’ =4 2)a'xa"=a""4 " =4 xa" 3)a"xb"=(ab)’

b
LIMITES ET CONTINUITE : Méthodes

1) Si on veut montrer que Fest continue en a.
s On peut revenir 4 la définition : limf (x)=F(a)

X—a

a b

2) Sion veutmontrer que f est prolongeable par continuité en a,
o« On verifie que imf (x)=/e€ IR et quea ¢ D).
X—>a

3 ) Sion Veut montrer gue  est continue sur intervalle ouvert I dlors :
o Oy peut montrer gue f est continue en tout point a de I.
o On peut utiliser les opérations sar la continui+e.
On consldere + en +ant gque Somme ;| Produit ou Quotient de fonctions continues.
4) Sion Veut prouver gu'une Eguation admet aun moins une solution dans un intervalle
[2, 0] alors
o On peut penser 4 l'écrire sous la forme £(x) = A avec t continue sur [a,b],A une
constante donmée puis VErifier que A est une valeur comprise entre f(a) et £(b)
o On peut aussi penser 4 l'écrive sous la forme £(x) =0 avec £ continue sur{a;b), puis

verifier quef(a)x (k) <0.
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5) Si on veut montrer que f est une bjjection dun intervalle I vers un intervalle J alors . L

o On peut montrer que f est continue et strictement monotone sur l'intervallel

puis verifier guef (I)=J .

@) Si on veut prouver gu'une Equation admet une unigue solution dans an intervalle T
o On peut penser 4 l'écrive sous la forme £(x) = A avec £ continue et strictement
monotone sur lintervalle I, puis Vérifier que A € £(I) .
o On peut aussi penser 4 l'écrive sous la forme £(x) = O avec f continue et strictemen
monotone sur I, puis Vérifier gue O € £(I).
o SI I est un segment, on peut penser au théoreme des valears intermédiaires.
F) Sion veut prouver guune équation admet une unigue solution dans lntervalle I
o On peut penser 4 l'écrive sous la forme £(x) = A avec £ continue et strictement
monotone sar lintervallel , puis vérifier gue A € £(I) .
o On peut penser 4 l'écrive sous la forme £(x) = O avec ¥ continue et strictement
monotone surl , puis Vérifier gue O € £(I).
D) Sion veut résoudre une équation de type arctan(x) =4

e Side —%;% , dlors X = tan(A)
o« SiA¢ —g;% , dlors I'éguation n'admet pas de solution

Si on veut calenler la limite dune expression contenant arctan(u(x))avee ane forme
[ndéterminée

N o arctant
o Silimu(x)=0,0n peut poser + =ulx) et utiliser lim ar ;m =1
#-50

o Silimu(x) =+, On peut poser + = u(x) et utilise(N+ > 0) ; arctan+ + arcﬁm% =

NN

Al 4] 4] 4] 44| 4 4] 4] 4 44| 4 44| 4 44| 4 44| 4] 44| 4] 44| 4]/ 44| 4] 4

o Silima(x)=—oo , Onpeutposert =ulx) et utiliser
(V+<0);arctant + arcMw% __7

o Silimu(x)=a#0 , On peut poser + = arctan(u(x))

10) Pour calenler la limite dune fonction en %, (respectivement enx,' )

« On peut dabord simplifier son expression sar un ensemble du +ype 1% —a, x| puis
calealer la limite demandée (respectivement enlx,; x +af )

Exemple .

X —E(x*) fim & —E(x*)

o X—E(x) et x—E(x)
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Série d'exercices non Corrigés

Opérations

1.2. Caleuler lim ,/’\+i
X—>+00 X

1.3. Caleuler lim L_ZZ
=2 (x—2)

2 —
1.4. Calculer lim XZ—ZXH
=IXT =2X+2

—2X° +5x* —4
1.5. Caleuler lim
=2 (X =21 -x)

1.¢. Caleuler va; P

Factorisation par le terme dominant
1.7 Caleuler lim (X — \/;)

X—>+00

1.8, Calenler m (x* —Gx +5)

2 —
1.9. Calculer lim XZ%—)H_Z
oo X2 X+

1.10. Calcaler la limite de lim [X — \/;j
X—>+o0 X + %

Quantité conjuguée et taux de variation
1.11. Determiner (par limite d’un taux d'accroissement) la dévivée de la fonction racine
CArvee.

L R
1.12. Caleulerlim [ﬁ]
X2 X —2

/cos o
1.13. Calcaler lim Yy z

x> X — T

1.14. Caleuler livm( )
1—cosmx

X1

1.15. Caleuler lil/V\( )
1—sin X

X—0
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Série d'exercices Corrigés

Exercice 1

I - Caleuler  arctan il + arctan 1 + arctan A
2 5 2

Correction de l'exercice 1

0< arci—am% + arcﬁm% < arctan+ arctan = % et

1.1
tan (mcmwl + arctan 1) = 2 5 = 1
2 5) 1=, 4
2 5

Commé(mm—ml + arctan 1) S [O; z{, on 4 done arctom 1 + arctan 1 = arctan z .
2 5 2 2 & a

.1
— + -
De méme (mcmmz + arctam 1) € [D;Z[ et tam (mrﬁm Xt + arctan 1) -4 9% _ =1
a o
et done arctom ki + arﬁ’ml = arctant =2
a ° 4
Finalement, arcton 1 + arctan— ! +arctav A _Z +Z
2 5 © 2 4
Exercice 2
I - Calealer v, = arom\a%z + arctoan % + o Farctan % pour n entier naturel non nal
n

donné puis déterminer lim ¢

n—>+00

Correction de 'exercice 2
(On va retrouver le résultat de l'exercice 2 dans un cas particulier)

Soient 4 et b deux réels positifs. Alors, arctona e [D; g[ , arctank e [0; g[ et done,

arctonag — arcﬁmke[—z E[
2 2

tov(arctana) —tan(arctanl)  a-b

= , et
1+ tan(arctana) x tan(arctanb) A+ ab

De plus, tan(arctona — arctanb) =

done, puisque arctoma — arctanb e I:—%;%[,Vﬂ >0 ,Vb2>0,

—b
arctana — arctanb = arctom g .
14 ab

Solt alors k un entier naturel non nul,

www.quessmaths.co E-mail : abdelaliguessouma@agmail.com WhatsApp : 0717467136

Al 4|4 4] 44| 4 4] 4] 4] 44| 4] 44| 4] 4.4] 4] 44| 4] 444 4 4.4 444 4



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

NN N N N N NN N N MY Y Y MY Y N N N N N N |~
(/<+1)—(k—1)}

1+ (£ +1)(£-1)
= arcton(k +1) —arctan(k =) (Paisque (k —A) et (k +1) sont positifs).
Par suite, si n est un entier naturel von nal donné,

arctan i = arcm\{
kz

4, = arttan k%

k=1

= Z[arc‘mw(k +1) - arctan(k —1) ]

= arctan(k +1) =Y arctan(k -1)
k=1 k=1

n+1 n—1

=Y arctank =Y arctank
k=2 k=0
= arctan(n +1) + arctann — arctand — arctant
= arctan(n +1) + arcton(n) —% :

La limite de 4, VMM+/0M£§+§_£:%_” . “w\%:%

4— 4 X—0
Exercice 3

On considere la fonction namérique ftelle que (k) =(x> —1)arctan

, et on
2X —

appelle (C) sa courbe représentative dans an repere ortiionormé.
1. Déterminer l'ensemble de définition P de 7
2. &xprimer surP\{0} , la dérivée de £ sous la forme : £'(x) =2x9(x).
1 j NN K -1
2x=1) 22X 2x* —2x+A1
3. Montrer que (Vx € IR) , 2x* —A4x> + Qx> —4x +1> 0 et en déduire le +avleau de
variation de 2.
4. Dresser le tableau de variation de .
Correction de l'exercice 3

1. £ est définie et dériviable sur D \{%} .

Od g(x)=arctan (

2. Pour X élément de D, f’(x)zmmmmm( j+(xz —1)><( —Z o 11

2x -1 261 44
(2x-1)

2_
=2xmcmvn( 1 j— ZX 1
2x—1) 2x* =2x+1
2_
:2x(arcmm( 1 j—1x ZX 1 j
2x—1 2X 2Xx°—=2x+1
1 j_ 1, X1
2x-1) 2% 2x*—2x+1

De plus, pour x non nal : £'(x)=2x9(x) od @(X)zarc-mm(
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3. (VkeIR);ona: 2X* —4x> + Qx> —4x +1=2x" —4x° + 20" + 7" — 4x +1

2. 7 4
=2x% (x—1) +7 (X——j p———
(=) 1) 44 44
2
=22 (x=1)" +7 (x—%j b
7) 49
2Y) 3
=2x% (x=1)" +7 x——) ==
7) 7
Done : (Vxe IR) ; 2X* —4x% +Ax* —4x +1>0
4 2 4
?omrxé/émam‘f/gD\{O},@'(x):( L jx L [ At
2k=1) 4, 1 2% 2% —2x+1
25X =1
' 2 4
:( 1 jx(m&’mv})( i j— 1>< ZX 1
2x—1 2x =1 22X 2x°—2x+A1
! 2_
Calealons d'abord ( L jx 1 = PUis N ZX 1
2x—1 1+( 1 ) 2X 2X°—=2Xx+1
2x =1
2
OM_,( 1 jx (= (zx—ﬂz)
2k -1 1+( 1 ) (26 =1)" 1 (2x=1)" +1
25X -1
A -2
(2x=1)" +1
-2 —1

T AP —Ax+2  2x% 2041

1 X -1 2 x* -1 1 x* -1
ona. I\ =R o B T 2
262K =2x+1 Ax® 2x7=2x+1 2% (2X% —2x+1

:E —_—

0 R +2x(2x2—ZXH)_(XZ_O(M_Z)
X200 =25+ (20% —20+4)°

_ 1 _xz—1+4x3—4x2+2x—4x”+2x2+4x—2
2x (2467 =24 +1) X 24> —2x+1
_ 1 (_x2—1+—2x2+(ax—2]

C2x(2r—20+ )k 247 -2x+1
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— x2—1+2x2—@c+2j
2x(20" —2x+)\ ¥ 267 —2x+1
— x2—1+2x2—2x+1+1—4)€j
2x(26* =26+ )\ ¥ 24 —2x +1
_ - Ll D el j
2x(26* =26+ ¥ 20" =20 +1
_ — x2+x—1+ 1—4x J
2x (26 =24 +1) X 24% —2x+1

_ — YA
"o (2 2] (6% + 2 =1) (247 =20 +1) +x (1~ 4x))
_ — e NN

= 5 (ZXZ —ox+ 1)2 ((X X 1)(2)( 2X 1) x(1 4)())
—

Py (2x* - 24 +1)

= (2% —246% + 6% + 20° - DR X RKP + 2K A+ X — 4x7)

—1 4 2
= 2% —Tx% + 4x —1) =
2x2(2x2—2x+1)2( x* =K% + 4x —1)
. E 1 X% —1 j’ —(24* = x>+ 4x 1)
pOM X =
26 2" =2x+1)  oxP (2% —2x+1)

—(264 =" + 4x 1)
26% (2% =20 +4)

oon o) = —(2x* =7 + 4x —1)
o @(X)_ZXZ—ZX'F'\_ ZXZ(ZXZ—ZX-l-’l)Z
1
e (24 (20% =26 +1) + (26" = 7% + 4x 1))
- ! (A" + 4K 207 + 2467 — I + 4k 1)
248 (2% — 2.4 +1)
1

= —2X% + 47 —Ax* + Ax—1
2X2(2X2—2X+’l)2< X5+ 4x% —Ox* + 4x )

—(2x* = 4x7 + Ax* — 4x +1)
267 (2% =20 +4)
Et comme 2x* — AX® +Ax* —Ax +1>0; pour toute x e IR

Done, g est strictement décroissante SW]—oo; O[ , smf}o; %{ et SM/”:|% ; +00{ .
En 40, g(x) tend vers O. Ponc g est strictement positive 5%%:'% ; +00{ . Quand x tend
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vers %Pﬂ/" valears inférieures, g +end \/5%5—% + % <0 et guand x tend vers O par
valears supérieares, g(x) tend vers +o,

Done g s’ anmule une et une seule fols sur ///M+5/’\/d//6:|0; %[ en un certain réelx, ﬁ/é:|0; %[

g est de plus strictement négative SM/{|XO : %[ et strictement positive sur|o; x| .

Quand x tend vers —w, g(x) tend vers O. Donc g est strictement négative sur|-;0| .
Enfin, puisque ' (x) =249 (x) pourx =0 , on 4 les résultats suivants :sur|-;0[,

£'(x)>0, sar 0;x[, £'(x)>0, sur }XD;%{,F(){RO , sur :|%;+OO|:, £'(x)>0.
Commef'(0)=1>0, on 4 dovc . SMF]—oo;xD[,f'(x) >0, sur }XD;%{ ; Fl(x)<0et sur
}% ; +oo[ F'()>0. Fest strictement croissante sur|-oo;x [ et sur E;Jroo{ et est

strictement décroissante SM/’:|XD ; %[

Exercice 4
s : A i
On considere la fonction £ définie par :f (x) = e Y
1+sinx
On note I sa courbe représentative dans un repere orthonorme.
1) Quel est le domaine de définition de £7 VErifier que F est+ 2m-périodigue.

2) Comparer £ (m—x) et £(X). Que dire sur I'7

., o N T T L : o
3 ) Etudier les variations de £ sur [ /Mfé/”\/ﬂ//é:|—z ; z[ , puis déterminer la limite

de £ en _z
2

4) Construire I 4 laide des renseignements précédents.
Correction de l'exercice 4
£ est défini partout od le dénominatear ne s anule pas, ¢ est-d-dive pour tous les réels
x avec sink # -1 .

Le domaine de définition de £ est done PF = R\ {% +2kmk e Z}

De plus, la 2T -periodicite de la fonction sin entraie facilement la 2m-périodicite de .
De sin(m —x) =siix , on déduit quef (m —x)=1(x). Ceci signifie que la droite

A équation x = % est un axe de symétrie de T
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X : .
Posons g(x) = T et W(x)=sinx . Onaf=goh ; Deplus, h est croissante sur

. T T 5 . . 5
/ 7M7L6FV&7//6:|— z ; Z} dont | Image 55+]—1; 1] . La fonction g est croissante sur lintervalle

[=A] (par exemple, on peut éeriveg(x) =1- % . Par composition, £ est croissante
X+

Ona lim sinx =" et lim g(x)=—0 Ainsi, par composition de limites lim £ (x)= —%.

x>z ¥ e B
2 2

On construit davord I SM/’:|— % ; %} . On la déauit SM/’:|— % ; %—Zﬁ} par symétrie daxe

X = % . Enfin, on lobtient sur TR par periodicite de périvde 2T, et done par Jdes

translations de V@&%@szma, ke,

On obtient :
| ! |
Exercice 5
Démontrer que, poar tout 1 € }_ﬁ ; ﬁ[ \{0} , ona D=ORT (ij .
Z 2 sint 2

: \ B + X% —
En dédunive une. forme. simplifice de arctaw (MJ , pour X #0 .
X

Correction de l'exercice 5

On.utilise simplement la formalecos(2.u) =1— 2.5\ u qui donne ici A — cost = 2.5n° (gj

et sint = Zsiw(i) cos(i) .
2 2

: . . T
Puisque tan réalise une bijjection ﬂ/é’il—z ; Z[ sur IR, on peut poser x =tan(t), avec

Ona:1+x> = L L !

o5t lcos#| " Cost

www.quessmaths.co E-mail : abdelaliguessouma@agmail.com WhatsApp : 0717467136

Al 4|4 4] 44| 4 4] 4] 4] 44| 4] 44| 4] 4.4] 4] 44| 4] 444 4 4.4 444 4



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

N Y Y N N Y N N N N NN Y N NN Y YN NN~

: . ; T
car le cosinus est positit sur lintervalle }— z ; z[ \

2_ R
On en déani+ gue . At SR 005+=mm(+).

sint
+
Or —~ € }_ﬂ;ﬁ{ , et done arcton (Jram (iD T
2 —
On en déanit finalement gue : arctan (—1 +j§ 1) = g _ .”WJ;“V‘X .

Exercice ¢
Soit £ la fonction définie sar TR ™ par . £ (x) =sinx — x*

1) Mountrer que l'équation £ (x)=0 admet au moins une solution ¢ dmns}% ; %{ ,

2) En déduire que 'équation cos x —2.x =0 admet au moins une. solution dans IR.
Correction .

1) (Vx eIR) £ (x)=sinx—x*
. . : . T
Les fonctions X v sink et X &> —x* sont continues sur IR, et en particalier sur [Z ; Z}

\/Z_nzze)\/i—;zz

2 16 16

Alors £ est continue sm{z ; f} ,etona:f (1) =
4 2 4

Donct &) >0 (72 =48 et 82 = 11,3)

2 4_72.2
(s
2 4 4

Donc : 7‘"(1) <0 ,alors f(zj X f(zj <0
2 2 4

Et d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires .'(EI& € }% : %D F(e)=0

Done . ‘équation f (x) = O admet au moins une solution ¢ dans E%[

Les fonctions X &> siux et X &> —xZ sont continues et dérivables sar TR, done £ est+
continue et dérivavle sur TR,

Dod . f est continue sur [0;¢] et dérivable sur)o;c[.

De plus £(0)=£(¢)=0

Done d'apreés le théoréme de Rolle : (Ja € |0;¢[) /F'(¢) =0

Pod . (Ja e o;e])/eose—22=0

Alors [‘Equation cosx —2.x = Dadmet au moins une solution dans IR,
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Exercice 7

Soit £ la fonction définie sm{z ; ﬁ} par F (x) == —sinx.
e 2 2
1) WMontrer que 'équation £ (x) = x admet une unique solution a ﬂ/ﬂWS:|g ; g[ .

2) En déduire que pour tout x ﬂ/@{% ; %} Flx)-al< % ¥ — |
Corvection !

1) Soit g(x)=F(x)—x

. 4 : T .
Les fonctions  etx v« —x sont continues et dérivables sur {a ) z} done g est continue
T . T
sur {— ; —} et dérivable smf}— ; —{ .
e 2 e 2

ET pour foutX € }gg[ ona.:g(x)=~F"(x)—1=—cosx—1

Dod . g'(x)=—(1+cosx)
Or cosXx =, done \+cosSX =0
Dod: g (x)<0D
/A T

Alors g est strictement décroissante sur [g ; Z} ; de plus g (%) =f (a) _

MK
wlla
D=
Al |4l 4]l 4]l 4.4l 4] .4 4] .4l 4.4l 4] .4l 4.4 4] .4 4.4 4] .4 4] .4 4.4 4.4 4] .4

7r>é ,domz>1,ﬁ/’od g(£)>o
2 3 2 @
g(zj = f(zj s —1, alors. g(zj <D
2 2) 2 2 2
V3 T
Pone . g| — |xg|— | <0
(5 )2l3)
Et daprés le théoréme des valears intermédiaires [‘quation g(x) = 0admet une unique
solution o ﬂ/ms}g ; %{ A'od : Equationf (x) = x admet une unigue solution a dans
14
6’2
2) On a £ est continue et dérivable sur {% ; %} , et pour tout X € }% ; g[

F'(x)=—cosx

T T L T T T T
— <X <— &t X > oS X est décroissante SM/”|:— ; —} L done c0S— < oS X < oS —
b 2 e 2 2 @

V3

Pod :D=<cosx < ——
2
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Alors —% <f'(x)<0

Donc . |f'(x)| < %

. . T T
On a alors : £ est continue et dérivable sur {g ; Z}

ot(vee]z3l)

Don d'apres linégali+€ des accroissements finis :

V(i) | ZZ] ())<= Ll

F)s L2

T
£t comme f (a =a5+ae[—;—

Dod | Vx Z;zsz x)=1(a Sﬁ)‘_“

(e[ 2] ) -F @) <Ll

Blercice &

Soit et g deux fonctions continues sur un fntervalle [a; b et dérivables sarla,b| +elle

que : (Vx elab])/ g'(x) =0
1) Montrer que : g(a)# g()

vntrer que : (3¢ € \a; f(o)-F(a)_1'(¢)

2 wortrer aue 1 (3¢ W)/ S6) = gta) ~ 910
3) On suppose que : (a)=g(a)=0
Fl) o )

Wontrer que . lim —== ,
x—a" g(){) x—>a" g ()()

Arctanx — z
4) En déduire * lim 3 m ARG = 07
AN N Y =0 k2
Correction :
1) Montrons que g(a) = g(¥)
Far labsarde, supposons que g(a)=g(¥)
Et comme g est continue sur [a; b et dérivable sar |a; 6|, alors d'aprés le théoréme de

Rolle : Ace |asb| 29/ (¢)=0 ce qui contredit le fait que (Vx €ab])/ 4/ (x) %0

done: 9(a) # 9 ()
ontrons gue : (¢ € |a; 7C(b)_f(”’):f'(”)
2 Mortrons e (3¢ <TGy @) 5(0)
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Considérons la fonction h définie sar [ 4;b]
par h(t)=(F(£)=F(a))9(+)-(9(b) - 9(a)) 7 (#)
On a . fet g sont continues sur [a;b] et dérivables sara,b| .
Alors h est continue sar [a;b] et dérivable sar la; |
Etona. h(a)=(f(b)-F(a))9(a)-(9(b)-9(2))f (2)
=7 (b)g(a)-F(a)9(b)
Bt h(b)=(F(£)-F(a)a(r)-(9(F)-9(a))f (¥)
=—f(a)g9(b)+£(£)9(2)
=7 (b)g(a)-F(a)9(b)
Done : h(a) = h(b)
Et d'aprés le 1théoréme de Rolle, on 4 . 3&6]% b[ nie ( )=
Pod Ace |asb| I(F () - (4)) 7' (¢)-(9(b)-9(a))F'(¢)=
£t comme g(a) = g(b)et 4'(¢)#0
F(b)=F(a) _£(0)
9(#)=9(a) 9'(¢)
3) On suppose que (a)=g(a) =0

Wontrons que lim )y f,—X
2 g(x) o g (x

Daprés la question (2), on 4. (3¢ & ]4;@[)/7; EZ;

F(b)-f(a) _
9(£)—9(a)

Alors :

Et comme £(a)=g(a)=0, dlors.:

F(b) 1)

Jeelabl)/ =—

IO

Soit xela;b[, alors £ et g sont continues sar |a; x| et dérivables sar |a; x|
gt (Ve elax]): 79 (+)=0

£(x) _F'(4)
Done (3¢, ela; x[) / ——

S 9(x)  7'(4)
a<c, <X, donc guand x—a*, ona.c,—a", alors.: lim ﬂ: w\f’(é‘)
= g(x) e ()
_ i 1)
= g (t)
_ i 2 )
=i g (X)
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) ()
Pone : lim ——= = lim

o g (k) o g (x)

Arctank — z
2

4) o Caleulons lim

K>3 X—\/g
Solient f (x) = arctonx —% et g(x)=x—+/>

1
1+ X~

On a f et g sont continues et dérivables sur TR, pour tout x € TR : £'(x) =
Etg'(x)=1 ;donc.(VxeTIR), 4 (x)#0

eronaf(vV3)=9(V3)=0

Alors  lim Fx) li f,(X)
Y g(x) > g ()
aromle—g y y
DPod : lim = lim =—
N N RN S

Arctank — x

o Calculons lim 5

X—0 X

Soient £ (x)=tanx —x et g(x)=x>

T
On a f et g sont continues et dérivables sur }—z z[ done f et g sont continues sur
[O; 1} et dérivables SMF:|O} 1[ .
4 4

g%v)ce} [f’( X)=tan® x 5%@ =2x%, dom(we J "(X)#0

etona.:f(0)=¢(0)=0, alrs. lim M = [im (x)
x—0" g()() x—0" g ()()
L. . tomx—x o tontx
Pou : lim ) = lim >
Xx—0" X x->0" Ax
i 1(4’0\\4){)2
k-0 3 X
_1
2
Exercice 4

£(0)=0,7"(0) -
Soit £ une fonction deux fois dérivavles sur TR telles que : % ( j
Ja >0): )<0

Wontrer que : (Ja € |0;+0]): £" () =0
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Correction
On a ¥ est deux fois dérivables sur TR, done ' est dérivable sur TR, dou ' est+ continue

Etona: f’@jxf’(o)w

Alors, d'apres le +théoréme des valeurs intermédiaires . (EI& € }g : ﬂD L £'(¢)=0

Onaalers : £'(¢)=0et £'(0)=0
Done . £'(0)=£"(¢)=0
Et comme ' est continue sur [0;¢] et dérivable sur 10; [
Alors, daprés le théoréme de Rolle : (Ia € |0;¢[) (f’)' (¢)=0
Dod : (e e ]0;+o0] )1 £" () =0
Exercice 10 :
Solt f une fonction deux fois dévivable sur [a;b](a < b) telles que : £(a)=F (£)=0 et
solt x, € |a;b|
21 (%)
(% -a)(%—2)

Wontrer que : (3¢ € |a;b) /" (¢) =
Correction .

Poar X, € )a, b Montrons que - (3¢ € lab[) /F"(¢) =

On considére la fonction g définie sar [a;b | par :
() T%)
A e PR

%)
(6 ~a)lg =)

t—a)(+-b)

Ona 9(a)=F(a)~

et g(b)=7(¥)

Et comme £ (a)=F(¥)=0

Alors g(a)=9(k)=0

£t 9(%)=£(%)-F(%)=0

Alers 9(%)=9(a)=0

Etona fet + > (+—a)(+—b)sont continues sur [a;b] et dérivables sur |a; b
Alors g est continue sur | a; b et dérivable

(a—a)(a-b) ; donc g(a)=£(2)

Surlab[, ainsi g est continue sur | ;x|
Et sur[x;b], et g est dérivable sur|a; x| et sur|x,; b|
Et d'aprés le théoréme de Rolle .

(Ela € ]ﬂ;)(o[)/g'(a) =0
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(B Tuit]): 0'(8)=0(38 € J:4])/ ' () =
ponc ; g/ (@) =9 () =

Et comme g est continue sur [a; B
Et dérivable sur \a; B[

Alors d'aprés le théoréme de Rolle 3¢ € |a; A : (@’)l (¢)=0
Dod:3celab|.9"(c)=

Série n® 2 dexercices corvigés

NIVEAU 1
CICET.:

Caleuler les limites suivantes :

2
) l —3X“+4x+4 2) lim V9% -3 V9-x° -3 %)Im —X +5

im
x>2 X’ ~5X+6 x>0 X921 X 243X +2

4) lim Jx2-x—2-+2x’+1  5) lim V1+4x® +4x @) XILrpw\Mx +3X —2X

7) lim X =Y3 ) lim 7x2 (1—003(1D a) im L= 00530 (2% )
i;gsx —-E (X) x—0 X x—0 X
m 2X+2 9 2(13 2x)* 1) "rQ sin(x) —cos(x)

4 X——
4

_ mx?—(m+1)x+1
lim
12) oL X2 —3x+2

CORRECTION:

1) Ona:lim w (QFJ\J
HZ x> —5x+6 0

Done 2 est racine des deax polmomes (-3x* +4x+4) et (x* ~5x+86) , d'vd ils sout
divisibles par (x-2). .
Oon a .'(x2 —5x+6) =(x-2)(x-3)
(—3x2 +4x+4) =(x—2)(-3x-2)
E+ on obtient .
lim —3;(2 +ax+4 M(_3X_2)
o M(X_?’) 2) Pour tout xel-1-{0} ,ona:

x>2 X —5X+6
:Iim(—3X+2J=8
X—2 X—3

ol m est un parametre reel .
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1

__(\/9—x2+3)
2
Done :tim | =X =8 | _jj| =L |1
x—0 X x—0 (\/9__)(2+3) 6
3)Ona. lim XS sy

x>(-1)" X2 +3X+2

lim x*+3x+2=0"
x—(-1)"

4)Ona: lim X —x—2 252 +1

5) On 2 : lim V1+4X° +4x — +o0+(~) F.l
Pour tout x<0 :

V1+4x% +4x = -2x /iz+1+4x
4x

T

4x° +1

DPove lim y1+4x% +4x = lim {ZXLZ_J‘%HH:_OO @) On a . lim J4x? +3x —2x — 40+ (—0) F.l
X——0 X—>—00 X X—>+0

Four tout x>0, On a .

4%% 4+ 3x—4x?
JAX? +3x +2x
_ 3X

_\/4x2 +3X +2X

3

/4+i+2
Dovic : Xlirpw(«/4x2+3x—2x)_xllrpw\/4% - % 7) On 4 lim f;f) = lim ‘/iif
ot
Soit xe|3,4] ; Ona E(x)=3 Do :
x=3  (Vx=B)(Vx++3)
Jx -3 ( 1 j J3

Pove :  lim =lim| ——
X—>3" X — (x) Xx—>3" \/;4_\/5

4x% +3x —2X =

6
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&) Calenle de lim 7Xx° (1—003(3)
Four foutxeR", Ona . —1sl—cos(§j <1

Donc O ﬂ—cos(ij <2
X

D'ou 7X* <Tx? (1—003 (ED <14x?
X

Alors, dapres le théoréme des encadrements, on obtient . lim 7x° [1_(:08 GD \

E+ comme Iirrg X% = Iirrgl4x2 =0

q)Oona.
1-cos3x)tan(2x - tan(2x
Iing( Jtan )=Iin[][1(;(’;23xx 2( )><18]
X! X X—> X X .
Car  im2=S8 XLy Xy
X —0 X 2 X—-0 X

T e L T WE R
x=0 (3)() 2X 2

V2x+2-2(3-2x)*

T , on pedt procéder de deux méthodes

10) Pour caleuler lim
différentes :

1 méthode .

On considére la fonction u:x —>~2x+2~2(3=2x)" Ona u est dérivable en 1, donc :

i J2x+2-2(3-2x)’

=u'(1
x—1 X—=1 u ( )
u'(x)=(\/2x+2—2(3—2x)4)/
1 3
= +16(3—2x
\V2x+2 ( )
33 1 ,
Alors , u'(1) = " et leiqmzf , donc .
\/2x+ ~2R2N N J2x+2-2(3-2x)’ 1 33) 33
— _ =—X| — | = —
Hl — ol X+1 x-1 2 ( 2 4

2" méthede..  Four tout xeR—-{-11} ,ona:

Jx+2-2(3=2x)"  Jx+2-2+2-2(3-2x)'

X2 -1 Xt -1
Va2 2(1-(3-2))
x? -1 x? -1
5 8(2-x)(1+(3-2x)’)
=(x+1)(M+2)+ X+1
On a : lim 2 _1

S (x+1)(W+2) 4
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8(2—x)(1+(3-2x)’)

et lim =8
X1 x+1
e
X1 x? -1 4 4
77) On 4 - lim sin(x) —cos(x)
2 Z
4

On considere la fonction Ui X — Sin X —Cos X

Ona u est dérivable en %, done .

Pod . lim M:u'(%j ; &t Ona ' (x)=cosx+sinx ; Done .'u'(%j=72+g:«/§
s T
X7 X — 2

4
Dot lim sin(x) —cos(x) _

of T
4
 mx>—(m+Dx+1 (0

lim —|— FI
12) oL X5 —3X+2 (0 )

On a: mx’ —(m+1)x+1=(x-1)(mx-1) e x*-3x+2=(x-1)(x-2)

_ mx—(m+Dx+1 . (mx-1
¢ lim =lim
pons - In) x> —3x+2 Hl( x—Zj
~(1-m)
EXERCICE 3.
Etudier la continuité de | en x, , dans chacom des cas SM/WIWS
-1
32 4+4x +1 foy=2X 2=t
f(X)=—;x#-1 _
R L2 2) 2 ! Xy =1
f(-)=-2 f(x):;—x yx >1
X2 —x+1
f(x ——'X<1
3) ) X2 +x*—x=1 X, =1
f(X)=x*+7x-8 ; x=>1
CORRECTION.:
f(x)—w'x Sy |
1/ Soit t la fouction définie par  ox4+1 ]
f(-1)=-2

Calealons XIiﬁrp1 f(x)

On a: 3x* +4x+1=(x+1)(3x+1)
Pone : im £(x) = XIi%n_11(3x +1)=-2
Pod i ()=t (-1)

DPonc la fonction § est continue en -1.
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f()_—Xl,x<1

2/ Soit £ la fonction définie par . ) -1
f(x)= — X >1

2
O 4 lim f (x) = lim 2* 3‘)‘1‘1—> F. (gj

x—=>1" x—=>1" X —

Ona f(1)= il 1

Calealons : lim f (x

X1

Ona.x-1=( )(x2+x+1)
£t 2x2—x—1_( 1)(2x+1)

2_ —
LPove lim X 3 X :Iim( 22X+1 jzl
X1 x° =1 x>\ X°+X+1

Pod lim f(x) =1

Etona I|m f(x)= Ilmg—x 1

x—1" X

Do, Ilrpf( )=lim f (x)=f ()

x—1"

On conclut que ¥ est continue en 1.
X2 —x?—x+1
o fX)=m—F——i
3/ t est définie par . x4+ x2—x-1

f(X)=x*+7x-8; x>1

x<1

0

X3 —x?—x+1 —>F.I(9j

X+ x2—x-1 0

ona:xX—x—x+1l=x (x—l)—(x—l)z(x—l)z(x+1) £t x3+x2—x—1:xz(x+1)—(x+1)=(x—1)(x+1)2

x2—x—x+1 _lim xl0
X3+ x> —x-1

Ona f(1)

- Nl

On a: lim

x—1"

N

Oon obtient : Ilm(

x—1"

x>t X+41
Pod lim f(x)=0

x—1"

Etona. Ilmf(x)_llmx +7x-8=0

x—1* x—1*

Done  lim f(x)=lim f (x)=f (1)

x—1" x—1"

Et par suite t est continue en 1.

EXERCICE 4 ;

Soitt une fonction continue en 0 et définie sur R par .
(V(xy)eR?) : f(x+y)=f(x)+f(y)—xy

Wontrer gque t est continue sur R .

CORRECTION :
Soit %, € R montrons gque : lim f(x)=f(x,)

X—=>Xo

On pose - h=x=x, alors x=h+x,
guand X—X, on 2 h—0 , done .
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=lim(f(h)+f(x)-hxx)
Or § estcontinue en O ; done lim £ (x) = (0)
Pod : lim f(x)=f(0)+ f(x))—0xXx,
X—>Xp
=f(0+x)
= (%)
On conclue que £ est continue en X, et par saite f est continue sur R .

EXERCICE 5.

Soitt la fonction définie par : f(X) = Xt3

|x2+x—6|

1) Péterminer le domaine de définition de f

2) Wontrer que { admet an prolongement par continui+€ en -3, que l'on déterminera .

CORRECTION :
1/ f(x)= X+3
|x2+x—6|

xeD, ©XxeR/x*+x-6=0
o xeR/(x+3)(x-2)#0

SXeRIXx#-3etx#2
Donc . D; =]-o0; -3 U]-3;2[ U]2; +oo]
2/ Tableau de signe de (x2 +X —6)

—— | l
(Fre-g)| <+ O - ¢

x -0 -3 2 + o ‘
H

_ i X+3
Pone - lim ()= lim, ="
= lim (X+3)\/m
X3 x> +X-6
- er3) (e ene)
= lim

-3 (x+3)(x-2)

— lim —(m)

x—-3 X—2

B, ona: lim f(x)= lim ——23

X—)(—3)+ X—)(—3)Jr \ ,_XZ _ X+ 6
(x+3)V-x*—x+6

x> —X+6
(x+3)(M)

(x+3)(—x+2)

=0
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:——:O
X—2

Pod lim f(x)= lim f(x)=0
Pone 3¢ D, et lim f (x)=0
Alors, t admet donc an prolongement par continui+ég en -3 définie par :
g(x)=f(x) six=-3
{9 (-3)=0
EXERCICE 7.
Soit f la fonction définie par .
f(x) = E(x) +(x—E(x))’
Etudlier la continuité de £ sur R.
CORRECTION :
f(x) = E(x) +(x—E(x))°
Etudions la continuite de f sur R . On sait que la fonction x— E(X) est continue sur

RIZ et x—>x est continue sur R, done x—(x—E(X)). est continue sar RIZ ; dod £
est continue sur RIZ . Etudions la continaite def sar 7. .
Soit Xy €L alors X e %%+ E(X)=%, et F(X) =% +(x=%)’

ey X“ﬂ! f(x)= Iirq(E(x)+(X—E(X))z)

X—Xg
=X "'(Xo_xo)2 =X

Et f(X)=% donc lim f(x)=f(x,) ainsi f est continue 4 droite en x, .
X=Xy

Etona: Vxelx-Lx[ E(x)=x -1
Ainsi o lim f(x)= Iim(E(x)+(x—E(x))2)

X—>Xg X—>Xo

= lim (x0 —14+ (X=X, +1)2)

X—>Xo
2

=% ~1+(% =(% 1))
=X, =1+1
=X0

V%, €Z lim f(x)=lim f(x)=f(x)) et par suite { est continue sur 7 .

X=—>Xo XXy

On conclut gue  est continue surR .

EXERCICE 8 :

Wontrons que :
(Ha € R) (VX € [—1,1]) V1+Xx< (1-|- Xz)a+ X

CORRECTION .
Pour tout xe[-11]
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N1+ X s(1+x2)a+x<:> 1+x—x£(1+x2)a

VI+X—X
=3 <
1+ x°
On considere la fonction £ Aéfinie par :
f(x)= “11+X2_X . Ona Dy =[-L+0]
+ X

X1+ x est continue et positive sur [-L+oo| Done x— L+ x est continue sur [-1+oof e
X — =X est continue sur R , en particalier sur [-1;+o|

Done . x =L+ x—x est continue sar [~L+o] et x—1+x2 est continue sar [-L+oo] et
(Vxe[-L+oo):1+X* 20, par suite t est continue sar [-L+oo| en particalier sur [-11]
On dédnit que (H(m,M) c Rz) f([-11])=[m,M]

Car f est continue sur [-L1done limage d'un seqment est an segment.

Cad: (vxe[-L+oo)(3(mM)e R*)/m< f (x)<M

On pose a=M [ alors on obtient .

JIEx=x _
1+x*
Ponc (3a e R)(vxe[-11])/ (VI+x)< (1+X)a+x

(e eR)(Wxe[-11]):

EXERCICE 9 ;
Soit £ une fonction continue sar [a,b] (a<b)
Wontrer que : Icelab] f(c)= 1) > .
@—0J b-¢
CORRECTION :
f st continue sur [a,b]
1 1
Wont = Dbl)/f(c)=—+—
ountrons que . (3cea,bl)/ f(c) NS

1 a+h-2c

{0 e = MO e

&(a—c)(b-c)f(c)-a-b+2c=0
Soit g la fonetion définie par :
(vxe[ab]): g(x)=(a=x)(b-x) f (x)-a-b+2x Les fonctions h x> (a-x)(b-x) et
x —>—a—b+2x sout continues sur [a,b] , donec g est continue sur [a,b].
Etona.g(a)=—a-b+2a=a-b, donc g(a)<0 (cara<b)
£+ g(b)=-a-b+2b=b-a, donc g(b)>0
On a ,alors g est continue sar [a,b] et g(a)xg(b)<0 donc daprés le T.V.L

(Ice]ab[): g(c)=0
1

Pou (EICe]a,b[): f(c)=a C+ﬁ
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EXERCICE 10 .
Soitt une fonction continue sur [01] telle que :£(0)=0 et f(1)=4

Wontrer que : 3a €[0,1] f(a+%) =2+ f(a)
CORRECTION. .
On considere la fonctiong définie SM/”[ } par: g(x)= (x+—)— f(x)-2

Soit h:x—>x+%

On a h est continue sur R, en particalier sur { ﬂ et h est croissante sur { ﬂ daonc .

(] s

Et f est continue sur [0,1] done . (f <h) est continue sur [0,%} s dlers . g est continue

sur [o,ﬂ ,etona:

0(0)-1(5)-10)-2-1(3)-2

TR
Alors :g(0 xg(%) ( (—j— j <0, et dapres le TV.T (EIae[O;%D: gd(a)=0
Ona { ﬂc[o] 404 ; (3a <[0:1]): ( ;)=2+f(a)
EXERCICE 11

Soitt une fonction continue sur R telle que : (JaeR) fof(a)=a

Wontrer que dceR /f(c)=c
CORRECTION..
f est continue sur RI(JaeR)(fof)(a)=a

Wontrons que-: (IceR)/ f (c)=c
On consldére la fonction g définic par: g(x)=f(x)=x . g est continue sur R (Somme
de deax fonctions continues) en particalier sur le segment| de borves a et t(a)
{g(a) =f(a)-a
(1 (2))= 1 (1 (@)~ f (a)=a~1 (a)
Pone: g(a)xg(f(a))=—(a-f (a))2 <0
Alors d'apres le théoreme des valears intermédiaires (Icel): g(c)=0 dou
(GceR): f(c)=c
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CICE12 .
Soitt la fonction définie par : f(x) = i—‘ﬁ

1) Montrer quet est continue sur [0,+o]
2) Montrer que t est strictement croissante sar [0,+0]

3) WMontrer que I'équationt(x) =1 , admet une unique solution o dans [0,+0[ et que

2<a<3,
CORRECTION :

e [0 t (2 XX
£ définie [0;+00] par: f(x)= 1

1/ Les fonctions : x—>x ; x—>Ix et x> il sont des fonctions continues sur [0+ et
X+

comme { est le produit de ces fonctions , alors f est continue sur [0+ .
2/ 1°° méthode :

afla \\b

Soient a et b dans|0;+o| tels que a<b; on a :f(a)-f(b)=——-—

a+l b+1
_ava(b+1)-bvb(a+1)
- (a+1)(b+1)

_abya+aa—abvb—bvb
(a+1)(b+1)
ab(va—+b)+(ava-bib)
(a+1)(b+1)
0<a<b, donc Ja<+b e+ ava<byb

Done . f(a)-f(b)<0 , dod f(a)< f(h)

D'od f est strictement crojssante sur [0;+0]

29 méthode .

Pour tout xe0,+0[ ,on 4.

ol

X+1

(x\/;)' (x +1)—x\&(x +1)'
(x+1)2

(\/;+2\7;j(x +1) - xv/x

(x+1)°
_3x(x+1)-2x?
20X (x+1)’
O xXT43x
2 (x+1)’

Pone (VX € ]O,+oo[) : f'(x)>0
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Remarqgue .
On peut AUSS| ...

Dod f est strictement croissante sur]0;+o| .

W La fonction x> Ll est strictement croissante sur |-+ et sur J-o0;-1 ; done
X+

strictement positive sur{0;+oo] .

B La fonction xws~x est strictement positive sur [0+

Done f est strictement croissante sur IR .

3/ Considérons la fonction §: x> t(X)=10n a g est continue sar [0+ etg est
strictement croissante sur]0;+|, de plus on a :

9(2)=f(2)-1= 2*/53_3<0

9(3)=f (3)-1- 3J§4

Done d'apres le TV.L , il existe un unigue o solution de 'équation g(x)=0 +el que
2<a<3 ;dod (Fae]23)/ f(a)=1.

_4>0

EXERCICE 13 ;
Soit ¥ une fonction continue sar [a,b].

Wontrer que : (3a €[a,b]) : 5f(a) =2f(a) +3f(b)
CORRECTION. .
1 définie et continue sar [a,b] , montrons que (3a [a,b]):5f (a)=2f (a)+3f (b)
On consldére la fonction g définie sar [ab] par . g(x)=5f (x)-2f(a)-3f (b) . Fest
continue sar [a,b] done g est continue sar [a,b] , et ona:
g(a)=5f(a)-2f(a)-3f (b)=3(f (a)~f (b))
g(b)=5f (b)-2f (a)-3f (b)=3(f (b)- f (a))
Done : g(a)xg(b)=-3(f(a)- f (b)) <0
Alors, daprés le T.V.I :(3ae[ab]):g(a)=0
Dod : (3aeab])/5f (a)=2f (a)+3f (b)

EXERCTCE 14 ;
Soit f ume fonction continue sur [a,b]a valears dans[a,b].

Wontrer que I'équation f(x)=x admet au moins une solution o dans [a,b]

CORRECTION :
f est a valears dans [a;b] done :

f est continue sarla,b] telle que : (vxe[ab]): f(x)e[a,b]

On considere la fonction g définie par :g(x
0 carf(a)e[ab]

<
g est continue sur [a,b] et on a . °
g b)-b>0  car f (b)e[ab]
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Done : g(a)xg(b)<0

Alors , daprés le TV.I  (3aelab]): g(a)=0

Pou (Elae[a,b]): f(a)=a.

EXERCICE 15

Soit £ la fonction définie par . £ (x) =x2—-1—x

1) Déterminer D, le domaine de définition de f.

2) Wontrer que  admet une fonction réciproque dans | =[1,+oo| définie sur un.iytervalle
J gue 'on déterminera.

3) peterminer 7N (x) pour tout x el

CORRECTION :
f(x) =X —1-x
1/xeD; & (x*-1)20
< (x-1)(x+1)=0
Tablean de signe de (x-1)(x+1)
X —0 =1 1

(x=1)(x+1) + 0 - 0

Done :Dy =]-o0,-1] U[L, +oo

2/ Ona x> X -1 est continue et positive sur [1,+|
Done x> X2 =1 est continue sur [1,+o0]

Alors , £ est continue sur [1,+0]

Four tout Xe]1,+oo[ \ f'(x): -1
x? -1
_x—x*-1
x? -1
1

Done : xe i+oo] 1'(X)>0 et £ est continue sar [L+o| dod f est strictement croissante
sar [1,+0] .
Alors § admet ane fonction réciproque £ sur [L+oo| définie sur an intervalle I tel que :

3= £ (Lo =[ £ (@), lim £ (x)

Dod 3 =[-50]
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3/ pour tous xe[-L0[ et ye[L+4o[ ; fH(X)=y < f(y)=x
B e
S X+Yy=4y -1
<:>(x+y)2:y2—1
SxXr2xy+y  =y* -1

_X2 —

S y= (car x=0)

X% +1

Done : (vxe[-10[) 1 fH(x)=- -

EXERCICE 1¢

On consldere la fonction §  définie par .

2+4—x?
) ==

1) Déterminer D, et les limites de t aux bornes de D, |
2) Solt g la restriction de t sur 1=10,2]
a) Montrer que g admet une fonction réciprogue définie sur un intervalle 3 que 'on
déterminera.
b) Determiner g ~(X) pour tout x e
CORRECTION :

f(x)= 2+ﬂ

X
1/ xeD, <:>(4—x2)20et X #0

< (2-x)(2+x)=0et x=0

o xe[-2,2] et x=0

< D, =[-2,0[v]0,2]
elim f (x)=—o0 e lim f (x) =400

x—0" x—>0"

2/ a- Ona xe 4-x* est continue et positive sur 0,2]
Done X > NA=x2 et x> 2+\4=x2 sont continues sur 10,2] .+ on a x> % est continue

sur10,2]
Alors, g est continue sur |0,2]

g est derivable sur|0,2], et pour toutxel0,2[ona. g'(x)= (

—x? —2@—(4—%)
- x2J4—x2

=X oA x2— 4+ x?

B 24— x?
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—2(W+2)

X2AJ4— X2
Done,  Vxel0,2[ 9'(x)<0
Alors, g est strictement décroissante sur | dod élle admet une fonction réciprogue g
définie sar I =g(1) +elque : J = g(l)=[g(2),XILr(r)1g(x)[=[1,+oo[
b/ Pour tous xe[L+oo et yel0,2] , ona:
i) =y fy)=x
_\2
LU
S Xy —2=q/4-Y°
<::>(xy—2)2 =4 y?
o Xy —Axy+A=A-y*
& y(x*+1)=4x=0 (car y=0)
4x
x*+1
Done g+ [L+o] —>10,2]

= V=

4x

x?+1

X—>

EXERCICE 17

Wontrer les égﬂ//hz’s sUivantes .

7- Arctan % + Arctan % + Arctan = = 2

NN N

2- (vx>0) Arctanx+Arctan

P XIFP o~

s (Vx<0) Arctanx+Arctan = = —%
X

1

NIED'G
X
1+ X

4- (vxe IR) : cos(Arctanx) =

5- (Vx € IR) : sin(Arctanx) =

CORRECTION :
1) Montrons qgue :

Arctan 1 + Arctan l + Arctan 1 _Z
2 5 8 4

On pose : a:Arctan% ,b = Arctan %

et ¢ = Arctan %

0M&7.‘0<£<£,0<1<£ y
2 3 5 3

www.quessmaths.co E-mail : abdelaliguessouma@agmail.com WhatsApp : 0717467136

Al 4|4 4] 44| 4 4] 4] 4] 44| 4] 44| 4] 4.4] 4] 44| 4] 444 4 4.4 444 4



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

N Y Y N N Y N N N N NN Y N NN Y YN NN~

1 3

et 0<=<—
8 3

alors : 0<arctan 1 < z , O<arctan 1 < z et O<arctan l < z
2 6 5 6 8 6

Ponc O<a+b+c<%+%+% , Ao 0<a+b+c<%

tan(a+b)+tanc
1-tan(a+b)tanc
1.1

+
B tan(a+b)= tina+tanb __ 25 _Z
l-tanatanb 1 9

De plus . tan(a+b+c)=

1.1
_ixi

2 5

Done : tan(a+b+c)=—2-8_-1

E+ comme 0<a+b+c < % , dlors a+b+c=arctan(l) = %

2) Wontrons que (vx>0) Arctanx + Arctan 1 %
X

Solt x>0 , dlors 0<arctan x < % , Pone: 0< %— arctan x < % (@)

Dautre part : tan (Z—arctan xj __t r? 2)
2 tan(arctan x) = x

De (1) et (2), on dédunit que : %—arctan X = arctan(%)

DPod (vx>0) Arctanx -+ Arctan L %
X
@) Montrons que : (vxe IR) : cos(Arctanx) = JLZ
1+x

Soit xe IR [ et comme la fonction tan est bjjective
de }E;E{ ers cdlors [ 3 }—E;E{ /tany = X
AN Ye 722 y

C'est-d-dire . arctanx =y

ona. XN d
J1+x3  (fl+tan’y
B 1
1+tan®y

cosy (car —%< y<%j

1
Pone (Vx e IR) cos(arctanx) =
2 yméthode. .

Soit xe IR
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1 _ 1 B
J1+ %2 \/1+ tan’ (arctan x) B
1
_ - B
\/ cos” (arctan x) B
= Jcos’ (arctan x) \!
= cos(arctanx) (car —% <arctan x < % ) B
7) pour tout xe R , on 4 :sin(arctan x) = tan (arctan x)x cos(arctan x) B
- N
+X
X N
J1+x2 B
Pone : (VX e IR) sin(arctan x) = X
(¥ 1) sinarctan ) =~ N
EXERCICE 18: Al
Caleuler les imites suivantes :
Arctanx — = i t B
S jim 21 (276120 ) N
x—>—3 = X
3 X—? B
Arctani—E _ X B
i = SN N
Arctan( 12j+ﬂ T h
o lim 1_1X 2, lim X[Arctan X—E ) \!
x—1" X— X400
CORRECTION N
arctan x—% B
Calelons lim —— 2
O N
3
T V3 h
arctan x — — arctan x —arctan — B
lim —\/_6 = lim N 3
ey x—; LY x—; B
= (arctan )' (g) __ ! ; :% B
1+(\é§) B
oo Iimsin(arctan X) B
aleulons 1im — B
ona: mw;;tanx):m[sm;riizfr;x)xarct;nX]zl (Car !(iﬂl%:l et Ixiirg(arcfnszlJ B
N
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1 «»

arctan — — =

Caleulons Iiry _x 2
x—0* X

Rappel : (vx>0) arctan x +arctan % = % ( voir ex17)

arctani—ﬁ
Done lim| — X2 |- Iim(_amtanxj=—l
x—0"

x—0" X X

i X
Caleulons lim (xarctan - 1D
X—>+00 X —_—

ona.

1

X—>+00 2

XZ
Etona. Iim( J
X -1

X

2

Avec le changement de variable | X = .

X—>+00 X X—0 X
2

1
X
arctan| e 1) arctan X
Quand X —>+xo ; X >0 , ona.: lim Xz im =1
-1

X

Pone , lim [xarctan( 2X D=1
X—>+00 X _1

1 T

arctan| .z |+
Calealons . lim —X
x—1" x—1

L J:%—arctan(l—xz) (carvx el +oo , 1-x*<0)

1-x2

i ! /4
NN O [arctan(lxz)}
=lim| ————=

Lovc :lim X
X1 x—1 x-1

On 4 . arctan [

_jim (arctan (1— xz)(1+ X)J

1—x?
1 T
arctan| . |+5
Dod : lim —X =2
X

x—1"

Caleulons lim (x(arctanx—%D

1 =«
On a . x>0= arctan x +arctan _ZE
X
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Lone ! lim (x(arctan X— ED = lim (—x arctan l)
X—>+00 2 X—>+0 X

1

arctan —

— lim | _ X
- XILTO 1
X

. arctan X
=lim| — =-1
X —0 X

EXERCICE 19
{/256 x /64

x }/10° x6

18

X

Simplifier les deux nombres suivants : A =

w
iy
a
N
D

X

S

CORRECTION :

A=\/1_8x€/ﬁ<‘/6_4
31024%/10° x 64
x4
- 3/2Tx109/2_6
_3\/§x%/2_4><\/2_3
Y20 x10x2
_3«/§><\/2—3X324

10x 2 20

A=§><I{/I
5 \2° 3
Povie | A =—

31 20
= —X—

5 4

EXERCICE 20

On pose  a=%9+4/5+3/9- 45

1) WMontrer quée a® =3a+18

2) Vérifier gue 3 est solution de l'équationx® = 3x +18
3 ) En dédunire la valear de a

CORRECTION :
1)a=39+4J5+39-45
On 2 @ =9+ 46 +945 +339+ 45 x 9445 (%/9+4J§ +%/9—4J§)

[On utilise ldentite(x+ y)3 =x>+y° +3xy(x+y) ]
Pone a*=18+3a , dou a®—-3a-18=0

Al 4|4 4] 44| 4 4] 4] 4] 44| 4] 44| 4] 4.4] 4] 44| 4] 444 4 4.4 444 4
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2)Ona:3¥=27 et 18+3x3=27donc 3* =18+3x3 Alors 3 est solution de Cquation
x®=3x+18
3)Ona:a®=3a+18 , donc a est solution de ['équation : (E): x° -3x—-18=0

(E)<:>(x—3)(x2 +3x+6)=0
(N —
A<0
= Xx=3

Pou.: a=3
EXERCICE 21

Résoudre dans R les Equations suivantes .
7- N+x+3-x=32
_ 2xl-4imx=81-x
CORRECTION
1) On résout l'équation : f+x+1-x=¥2
Le domaine de définition de ‘equation(E) est : [-11]
On remarqgue gue 1 et -1 ne sont pas des solutions de (1).
Pour tout xe |-, ona: ) & (e x+x) =32

<:>1+x+1—x+33/1+x><§/1—x(3/1+x+§/1—x):2

(car (a+b)3 =a’+b® +3ab(a+b))

Pone (1) < 331+x x%/l—x(§/1+ X +§/1—x) =0
& P+x=00u-x=0 (car +x+I1-x#0)
Pod ()< x=-1lou x=1  Albrs S={-11}
2) on résout léquation . Yx+1+¥-x=41-x* (E)
Le domaine de définition de I'équation(E) est [-11]
1 et -1 wappartienient pas 4 l'ensemble de solution de (E)car ils ne vérifient pas(E).
Four tout XE] 1'1[ ona:

(E) \/1 X’ \/1 x? -
(x+1) 8(1—x)2
©2J1 \/ -

x?
/1+x /1 X
1-x 14X
On pose ! X = /

P 1-x

1
E)e2X-——=1
(B)o2X -

& 2X?-X-1=0< X =1 ou X:_?:L
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< X =1 (car X>0)

<:>8,/1+X :1<:>1+—X:1<:>x:0
1-x 1-x

Et commeOe[-11] , alors : S ={0}
EXERCICE22

Caleuler les limites suivantes :

2| g
lim——
i X —2 x>0 X +8 -2
lim 3% +2x — x lim J=x+x
- x>0 (X 4+ X
lim J1-x3 +x
NIVEAUZ
EXERCICE 2.3

Soitt la fonction définie par :
f(x) Ly 3 iax
4 2

1) Etudier les variations de la fonction dérivée.
2) a) WMontrer gue l'équation t'(x)=0admet une unigue solution a dans R et que
-3<a<-2
b) Donner un encadrement de ad'amplitude 0,25
3) péterminer le signe de la fonction £
4) a) En déduire les variations de la fonction f
3a(4-a)
S
¢) Quel est le nombre de racines du polynéme t 7

b) montrer gue f(a)=

CORRECTION. .

f(x):%x4—gx2+4x

1) Etudions les variations de ',

On a f est dérivable sur TR car £ est une fonction polynbme, et on .

(VxelR) f'(x)=x*=3x+4 f'est dérivable sur IR car c'est ane fonction polynéme et on 4
(vxeIR) f"(x)=3x*-3=3(x*-1)

Tableau de variation de t' _sur TR

x —0 =3 @ .2 -1 1 +a

S

R
£ / \ /
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2) a) t' est continue et strictement croissante sur |-o,-1], de plus on a : {:E_z; i ;15
Done f'(-3)x f'(-2)<0

Alors d'aprés le T.V.I , il existe un réel a unique solution de [quation t'(x)=0 tel que :
3<a<-2 . Deplas (Vxe[-L+x[): f'(x)22>0

Done l'équation §'(X)=0 nadmet pas de solution sur -1+ .

Conclusion .

L équation £'(x)=0 admet ane solution unigue a dans IR

b) Encadrement de o d'amplitude 0,25

ona.-3<a<-2

En utilisant la méthode de la dichiotomie une 1°7° fois, on a . _T == et

f(_ﬁj__§§
2)" 8

Done :f'(-2)x £'(=2,5) <0
Pod.:-25<a<-2
Puis une 29 fois .

5,
Ona—2 _ 2 ) 5+f'(_gj:_£
2 4 4 64

Ponc f’(—%)x f’(—2)<0 dod : —%<a<—2

c'est l'encadvement dea damplitude—2 — (_79) =0,25

3) déterminons le signe de £'(x)
On a (d'aprés le tableau de variation de ')

o f'(Joma])=]-i0]
Done (VX e ]—oo;a]) f'(X) <0
o f'([a+oo])=[0;+00]
Done . (Vx = [a;+oo[) f'(x)=0

On résume le signe de '(x) dans le tablean suivant .

X — +x

£(x) +

|
0
B
1) a) Dapres le tableau de signe de t', on déanit le tableau de variation de f.
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X —x a e

F'(x)

flo}

b) Montrons que : f(a)=

Ona:f'(a)=0,dod:a®-3a+4=0
Pone a®=3a-4

Pone . f (a):%a“ —ga +4q

=a(—§a +3j
4
=3a(1—£a)
4

_3a(4-a)
4
Et comme : 3<a<-2 ;alers . f(a)<0

Dod : léquation f(x)=0 admet une unigue solution B dans lintervalle |~wo;a] car f est
continue et strictement décroissante sur |-wo,a] et 0e f (J-oia])=[ f (a);+o] . Pe méme

l‘équation admet une. anigue solution dans lintervalle [a;+oc| qui est 0 car £(0)=0

Conclusion e polyndme T admet deux racines dans IR,

EXERCICE 24
Wontrer gue : (Vx> 0) Arctan(x +1) — Arctanx = Arctan[

CORRECTION

X +x+1]

Solt x>0 .

On a : 0<arctan x<% et O<arctan(x+1)<z

Pone —% <arctan(x+1)—arctan(x) < % @
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De plus . tan(arctan(x+1)—arctan(x)) = N X+l Xl alors A
) +X(x+1) B
tan (arctan (x+1) —arctan(x) ) = ] (2) A
De (1)et (2),ondéduit que : arctan(x+1)—arctan(x) = arctan ( I +1j N
EXERCICE 25 N
Résoudre dans R les équations suivantes . A
1) Arctan = Arctan(x) = = N
+ =
X2 2 A
2) Arctan(2x) + Arctan(3x) = z B
4
CORRECTION N
1) Résoudre dans IR, arctan [ X Xz_lj +arctan x = % (E) A
N
e S/x<0 dlors .'—%<arctan x<0 B
2
Etona. —%<arctan [Xx—;j<% N
N
Downc  arctan [ sz_ j+ arctan x < % A
Alors : (E) na pas de solution dans |-;0] N
o S/ix>0 alors.:  arctanx+arctan Gj - Z B
X) 2 B
2
Done . (E) < arctan(xxz— J:%—arctanx N
<> arctan -1 arctan (EJ h
X2 ) X B
2
N XX2_1 :é B
N
o xP-x-1=0 A=5, donc : xl/zlﬁ <0, solution non valable e+ B
/ 2 /
N
x2=1+\/§>0[£ﬂ/”x>0 ), dod S = L+5 L
2 2 B
T
2) On résout l'équation : (F):Aretan(2.x) + Arc tan(3x) = 7 h
N
N
. _ _ N
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Si x<0, alors Arctom(2.x) + Arc+on(3x) < 0 ; £+ comme §> 0 alors l'équation (F)

na pas de solution

T
Si x>0, alors O<Arctan(2.x) < z
- T T
£t j < Z -Arc ton(2.x) < Z , done pour tout x>0
(F) < arctan(3x) = % — arctan(2.x)
& 2x =tan (% — arctav (2)())

+an (Zj —tan(arctan(2.x))

<) =

1+ +an (ij ton(arctan(2.x))
o2y = 1-2%

1+2x
< (X +5xk—1=0

<X = [)MX=1
@

Lt comme x >0 , alors : S = {%}
EXERCICE 2¢

Pour toutn € IN" ={\}ne N {1}, on considére la fonction f définie sur TR par .
£ (x)=x""— 20
1) Etudier les variations de la fonction t,

2) Endéanire gue 1, (Z_nj <0

n+1
3) a) Montrer gue I'équation f.(x)=0admet une unigue solution a dans [% ; 2}
b) En dédnire le signe de f,(x) suivant les valears dex.
CORRECTION
1) Pour toutxe R, ona: £ (x)=(n+1)x" —2m""

=x""((n+1)x—2n)

Ona:x=0,doule signe def (x) est celui de (n+1)x —2n
Tablean de variation de  sur TR
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- ZMJ
7|
e Ona:(VneIN —{1}) ; 2nzn+1

el >1, ﬂ/M&f(
n+

sur [1;2—}j

n+

Alors j <£ (1) et £(1) =0 (car £ est strictement décroissante

n+

Dod :(Vne IN —{1}) £ (ZKJ 0

1) a) £ est continue et strictement croissante sur [ﬂ 2}

n+1

p&P/MS,DMﬂ.’ﬁ(Z—M/JSO Gt 75(2)=120
"+

Dow;ﬁ(ﬂ)xﬁ(z)so
0+

Dod : daprés le TVL, l'équation £ (x) =0 admet une unique solution o dans [ﬂ 2}

n+1

b) Soit g, la restriction de f, sur [o Z—WJ
"+

g, est continue et strictement décroissante sur {O ﬂ}

0+

Done g, est bjjective 5/5 0; ﬂ} vers [ﬁ (ﬂ) ; 1}
L u+A1 n+1

f(ﬂ) <Dalors 0 f(ﬂ)q
n+1 L\ +1
Dod : [‘équationf- (x) =0 admet une unique solution =1 dans [D ﬂ}

w4+
o ona:f([o:1])=[0:1
pone : (Vx €[0:]) /£ X)>O
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e ona:f(ta])= {6(;—+MJO}

Done : (Vx e[tal) ; £(x) <0
o Ona . f([a;+oo] ) =[0;+o0
Done : (‘v’x el +oo[) £(x)=0

On Résume le signe de f,(x) suar [0;+oo dans le tableau suivant :
X 0) 1 a +00
£(x) + (P -0 +
EXERCICE 27

Solt  une fonction continue sur an intervalle I.
Supposons que f ne s anmule pas sur I.
Wontrer que f garde an signe constant sur I
CORRECTION

Wontrons par labsurde que si f est continue sar T et que (Nx € ), £ (x)#0, glors :
(VxeI) , f(x)>00u(VxeI),f(x)<0

On suppose (Jae I )| F(a)<0 et (b e )| F(b)z0alorsona:f(b)xf(b)<0
(on suppose que a < b ).

Et comme f est continue sur I et [a; b€ I alors  est continue sur [a;b] ; done
daprés le TVI ; Ac € |lab| | £(¢) =0 cequi contredit le fait que £ ne sanule pas sar
I

Conclusion

Si f une fonction coutinue sur an intervalle I et f ne s annule pas surl alors { garde le
méme signe sarlintervalle I.

EXERCICE 286

Soit f la fouction définie sur R par . £ (x) = -

1+ ||
1) WMontrer que ¥ est une bjjection de R vers un intervalle J gque l'on déterminera.
2) Calealer £~ (x) poar +out x € J

CORRECTION :
1ona.:f(x)=

X
1+ x|
o x> X et x>+ |x| sont continues sur TR ; (Vx e IR ). A+ |x|# 0, alors fest

continue sur IR,
Ona.:(VxeIR), f(-x)=~F(x)
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Done £ est impair ; il suffit d'étudier la fonction £ sar lintervalle [0;+o] N
A/ors(v)c e[0; +oo[) S (x)= DA \!
1+ x B
(Vx e[03+0]) ; #'(x) = ! =>0 N
(1+x)
Done . f est strictement croissante sar [0;+oo[ . A
Comme f est impaire alors  est strictement croissante sur |-o;0] Al
Dod : f est croissante sur TR. Al
Done : £ est une bjjection de IR vers I, 04 J = £ (IR) N
:} i f(x);livmf(x)[ N
= N
2) Soit x e 41 ety eIR A
[ J - = =
)=y ex=~y) N
7
S X =
1+ b
Comme A\ +y| > O done x et y sont de méme.signe. N
17 ¢as : A
Si x €[01] alors y e TR* N
- Y
.f«(X):V@X:m A
sSy=x(1+y) h
x A
oy=— (carx#1)
1—x A
Done : (Vx e[0A[) . £ (%) = %X N
Zém& 0As B
Si x e 0] aters ye R, £ (x) =y < x =£(y) N
ox= % h
—Y
Sy=—2_ (carx =) h
1= y N
f“(x):q_% si x [0 N
Lone :
i ()c)=L si x € ]-1,0] h
1+ x N
A
. . | A
www.guessmaths.co E-mail : abdelaliguessouma@gmail.com WhatsApp : 0717467136 N



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

N N NN NN YN Y YN Y Y~
Doii - (Vxe 1) ;£ (1) = —

-]
EXERCICE 2.9

On considere lquation suivante : (E): arctan(x —1) + arctanx + arctan(x +1) = %

1) Wontrer gue [‘équation (E) admet une unigue solution a dans IR et gue 0<a <1

2) Résoudre dans IR l'équation (E)

CORRECTION :

1) Soit f la fonction définie sur R par :F(x) =arctan(x —1) + arcton x + arctan(x +1)
fest continue sur R (f est la somme des fonctions continues sur R ).

Soient xety deux réels de R +els que x<y.

Alors x —1<y—-1etx +1<y+1

Doncarcton(x —1) < arctan(y —1), arctanx < arctany etarctan(x +1) < arctan(y +1)
Dod f(x)<f(y)

Alors , £ est strictement croissante sur R

Par suite, £ est une bijection de R sur £(R) = } lim £(x), i #(x )[ = }_%—ﬂ%—ﬂ[

2

on a % e £(R), donc ‘équation (E) admet une unigue solution o dans IR .
F(0)=0 et ()= +arctan(2)
£+ comme % <arctan(2.) (car 2. >1) , alors £(1) > %

Pou (D)< % <f() , et dapres le théoréme des valeurs intermédiaires 0< a <1,

2) On résout dans TR [‘équation (E)
Dapres (1), l‘equation (E) admet une unigue solution a dans IR tels gue : 0<a <1,
Dove [l suffit-de vésoudre 'équation (E) dans)0,]]

Soitx € |oy[, dlors. 1<x—1<Det 1< x+1

—7T T T
Done—— < arctan(x —1) <0, — < arctan(x +1) < =
4 J<0. 2 <3
Dod D < arcton(x —1) + arcton(x +1) < %
Alors, on a . (E) < arctan(x —1) + arctan(x +1) = % — arctanx
< arcton(x —1) + arctan(x +1) = arctan (1 )
X

& tan(arctan(x —1) + arctan(x +1)) = 1
X
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X=1+x+1 1

1~ =D +1)
20 A
2—Xx* X

2
Sxt==

c>)c=\/Z ( car x >0)
2

2
Alors : S =1,|=

EXERCICE 30 :
Soit £ une fonction continue sur [O; 1] tel gue . £(0) = F(1).

1) WMontrer gue l'éguation £(x) =1 (X + %) au moins uné solution ¢ ;/ms[o; %}

2) Soit g la fonction définie par : 9(x) =1 (X + %) —f(x) OdneN

n—1
a) WMontrer que : Zg(éj =0

k=0 \/

b) En déduire que : (VM € N) (ElaM S [0;1_1D Cfla,) = f(an +1j
" "

CORRECTION :
1) Soit @(x)=£(x) —f()c +%j

f est continue SM/"[O} ’\] , en particulier sur {O; %}
Ona:h:x—=x+ % est continue sur {O; %} eth GO; %D c[0:1] ; done : o est
continue sur {O; 1}

2

Dol ! @ est continue sur [D; %}
[ o(0)=F(0)—£[ L
0(0)=F(©)-F(2)

Ao

~#(2]-f(©)=-0(0)

Al 4|4 4] 44| 4 4] 4] 4] 44| 4] 44| 4] 4.4] 4] 44| 4] 444 4 4.4 444 4

www.quessmaths.co E-mail : abdelaliguessouma@agmail.com WhatsApp : 0717467136



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

N Y Y N N Y N N N N NN Y N NN Y YN NN~

Donc gp(O)X(p(%j <o

Daprés le TV.I ; léquation o(x)=0

(&ﬂﬂ/ F(x)=F (x + ;D admet aun moins une solution dans /’/'14+5r\/p7//5[0; %} dou .

( olo3]Jre0
S
2) ()= f(x j £(x)
2ol )-o00o[3)+0o3)
A0 ) o)A i ) -]

=F(1)-7(0)
=0 (car £(1)=7(0)

3)  Onadaprés la question précédente . Z 7 (Ej =0 dlors .
k=0 \/

EI(/q;/cL)e{O;ﬂ;~-;/4—1}2/g(%jzo et g(%)so

Lone . g(ﬁjx g(%j <0
L5

Et comme g est continue surlintervalle fermé I de bornes— et—= alors d'apres le
non

TV.I: (e, eT)lg(a)=0

Pod Ja, e{o;'\—%}/f(aw):f(% +1)

"
e méthode .

On a: g est continue sur [0;1 — 1}
i

Done g([om - 1D =[mm] oa m=win(g(x)) et M =max(g(x))
g skt <kt
Alors (VX € [0;1 - %D m<g(x)<m

£t comme : (Vk e{O;1;---;l4—1}) osés 1—1
Z Z
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kj<Wli/0MM><m i ( j</4><l/l/l

n £=0

Done m < — Zg( )

N e=o

On a de plus Zg(—) =0, dlors D € [m; I/M]
k=0

Done (aaﬁ e{o 1——D/g( ,)=0

P’/)&?.‘[Elaﬁe[ 1——B/f( )= f(aw+%)

3 yméthode :
Supposons par l'absurde gue .

(3 e IV’ )(vx{oq__ﬂ/f( )¢f[x+ljso/+g(x)=f x+1j—f(x)

D MD

Alors : m < @(

g est continue sur {0;1 - 1} , et wmm&[Vx € [0;1 N\ l} ;9(x)#0
MO WD

Clest-d-dire que g est continue et ne s’annule pas SMV|:O} 1— 1} Alors daprés

%

(l'exercice3) g garde an signe constant, alors .

[‘v’x € {O;’\—lﬂ 9(x)>0 Ou [Vx € {O;’l—iD g(x)<0
MD MO
) \,
Pon&:%zg(éjﬂ) ou %Zg[EJ<O
k=0 Mo k=0 Mo
ce qui contredit le fait gue : Mig (EJ = O (daprés (2-a))
k=0 \/
Done (Haﬂ S [O;’l —1D f(a,)= f(aﬁ + 1)
" "

EXERCICE 31

Solt ¥ la fonction définie sur {272'; %Z} par :f(x) =tan? x—2/3tan x

1) WMontrer que t est une bjjection de| 2r; ’%ﬂ} vers un intervalle J gue l'on déterminera.
2) DPéterminer £ (x) pour tout x € T
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CORRECTION :
1) La fonctionx &> tonx est continue sur tout intervalle inclus dans

R — {% +2kr ke Z} , €t en particalier SMV‘:ZH; ’%ﬂ} ,

Donc f est continue SM/”|:27T) %1//5 pls , on a '{VX = [Zm %D

£ () =2 (1+ +ar () (tanx - 3)
Done le signe de {'(x) est celui de +omx — J%

[VX € |:27Z';7—7Z-:D ctanx < tan (7—7[)
2 2

Dod (VX € I:Zﬂ';??”jD s tanx <3
Alors : (VX S [27[;%{}] ;I (x)<D

DPonc + est strictement croissante SM/”|:27Z'; —%ﬂ}

E+ comme f est continue SM/’|:Z7Z'; ’%} alors f est bijective //5[2”; %[} vers J tel gue .

J = 7”([27[;’%1) = {f(Zﬂ);f(’%zﬂ Pod J =[-3;0]
2) Pour toutx €[=2;0], et pour touty e [27[; ’%Z}
3) fx)=yefly=x

& tant () =23 tan(y) = x

< (-mw— @)2 =X+3

< tan—~/2 = —\x + 2 (car tan—+[2 <0)
<:>+aw:\/§—\/x+%

or, ZESL/S’%Z ,done O <y —2m <
Pod, < y—27 = m&m\n(\/g—\/m)
& \4=2ﬂ+ﬂm+am(\/§—\/m)

Pod: (Vx e[-2;0]), F(x) = 27z+ﬂm+av1(\/§—\/m)

W
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EXERCICE 32.;

Soit £ la fonction définie par F(x) = L

N

1) DéterminerP,\e domaine de définition de £, puis calealer les limites aux bornes der, .

2) Wontrer que £ est une bijection de |-+ vers un intervalle J que lon déterminera.
3) péterminer £7\(x) pour toutx € J

CORRECTION :
1)xel < x>+1>0

& x>
& x>
Lone Z = ]—”\; +oo[
lim F(x)=+0o et lim £(x)=+x

x—=(=)* X—>+00

2) la fonction x > x> +1 est continue et strictement. positive sur]-;+oo|  done

’
VX2 +1

Dod f est continue sur]=;+oo

X > AX° +1etx > sont continues sar]—t +°0[

2]
NS
_ —3x°

202+ 41

fest dérivable sar|=\;+oo| , et pour tout-x € |-, +00[ : £'(x) =

Donc (‘v’)c e +oo[);7f'()() >D
Alors £ est strictement croissante sur|-1,+x|, par conséquent, ¥ est bjjective de
|4 +oo[ sur 3 tel que.« T = (-1, +o0] ) = } lim £ (x); lim f(x)[
X—>+00 xX——
Dod J =05+09
4) Pour toutx €|0;+0| , et pour tout Y € [, +00[ ; o a .
)=y rFly)=x

oy
NI
<::>\/L/”‘+1=1
X
1 1 1-x*
<:>L/%+1=X—2<:>‘/%=X_2_1= e

www.quessmaths.co E-mail : abdelaliguessouma@agmail.com WhatsApp : 0717467136

Al 4|4 4] 44| 4 4] 4] 4] 44| 4] 44| 4] 4.4] 4] 44| 4] 444 4 4.4 444 4



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

N Y Y N N Y N N N N NN Y N NN Y YN NN~

( _ 2

£ =3 ZX si- x €]0;1]
Done . < X

/xz -4

F (x)=-2 o si x €[4+
EXERCICE 33 ¢
Soit £ la fonction définie par : £(x) = achmV{ 1=cosx )

14 C05X

1) Déterminer U, le domaine de définition de £, puis T, le domaine d'étude de £
2) simplifier £(x)sur D).
3) représenter graphiquement la courbe de £ SW[—Zﬂ; 27:] dans un repere orthonot me.

CORRECTION .
f(x):arcmm( 1_GOSXJ
14 cos x
1—cosk :
1)xkel < >0 et \+cosx #0 On sait que - A< cosx <1 ; (Vx € IR)
1+ cosx
Done: (Vx € IR);1—cosx 2D et 1+00sXx 20 Dod: X €D, S 1+005K %0

S o5 X #—
Sx#En+2kn kel
Donc . 0. = IR\{m + 2kr | k e Z}
On a f est paire et { est périodique de période 2.7 ; alors il suffit d'étudier £ sur[0; 7,
alors T, =[0; 7]
2 Xj
1+cosx=2c05" | —
2) Soit x e[0;z[ . Ona: z

1—cos X =2.5n” (ﬁj
L 2

N—

Done : f (x) = arctom ((

SIESEINIRS
N—

= arctan  [ton

N
7~ N\
N | >
N——
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o)

[&ﬁFOS£<£ 5++am(£)2()]
2 2 2

Dod: (Vxe[or]): £(x)=
3) Graphigue .

X
2

EXERCICE 34 .

Caleuler les limites suivantes :

Vx+1-1 -k +x" -1
livn [im
_>()3[X+6 2 x—1 X—/\
lim Jx>+2x —x livm J=x+x
o= —X +X
. Ammw(1—”’x2) VX +1 \/_1\/_
E{lm X—/\ —)oo%/x+/\ \/_
3 _ 1
livm\/x+® Vr+2 X2 =2x+1
x—>2 X=2 limm =
X—>+00 (X_’\)g
Rappel :
at —b*
[ J ﬂ—b:
) a> +a%b + ab?* + b
2 _ b?
a—b =
*) a* + ab + b*

°On a hw{‘/— 1} lim{ M(MZMWM) ]
B2 M(#X+1a+#x+1z+ﬂx+1+1)

= [im

X—0

[ (m2+2m+4)
|

et +4r+1 +\/x+1+1)

www.quessmaths.co E-mail : abdelaliguessouma@agmail.com WhatsApp :
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:E:

4 2
5, _ Xz — 34 —
e Oy a: lim = +( 1) = lim i + CE)ICER)
X1 X =1 e . | X =1

ZJ%(_ (11__;)% +(X+’\)J

:)M\ [_ e _1)()2 +(x+1)]:—oo

°) lim (%/ﬁ +2x —x): lim )ei+2x—)/
X—>+00 =Ae ?/)(34_2)( +X\3/X3+ZX + x>
, 2X
= lim

2
AN 4 2x +xXIXP +2x + 47

2X

2
3 x> ('\ Xzzj +X3YX2+2x + X%

:

= lim

X—>+00

. 2X
= lim >
X—>+00 2 2
e Y o (E
X X
: 2X
= lim
X—>+00 22 2
XZ{%/1+7 +%/1+2+1]
X X
: 2
RS e
X[%‘/HF +%/1+Xz+1j
3
o Caleul de - lim o Uk
¥o=o fox + x
3/ 2 6
On poseX = {—x , alorsx =—X°, donc : lim FEE_ livm %
koo \[—) X Koo N7 —
e
=Xl’|wx %=1
arc+am(1—%/x7) arc+am(1—%/x7) 1_3/)(7
o) lim =lim X
X1 X —1 X1 ’\—%/XT X —1
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arctov (1 —3x? )

livn —liva—
Oona.: x— 1_a/)(z 0 F -
(+=1-<x*)

2
_3f,2 1-(Rfx
tt l‘n/vm1 ad = [im ( )

“‘2’/; +3r+1 3

achmw(’\ \/7)__%

Ponc . lim =
¥ X =1 2

X—>+0

e Pour calculer lim (

)

On pose : + =YK alors: x =+"% et X +0=>t > +0

[J_ Yx WJ M[WZH «/+‘2X+J

On obtient . lim

X—>+00

BIX_I_/\_\/_ %/%124_1 \/7mz
N e
=7!'l—v)1?0 3’+12+,\_7L4X+

?osons.'Xz% done + = +0 =X 5D

L\/xT x 1\/—J (\/H_X 1
he+1-3x o ek —1

[ 1 ’l(\/’l+)( +\/1+X+1) J

1241 (41+X +41ex’ +J1+X+1)

Pou . lim

X—>+00

= lim
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l. (31+X2+31+X+1)
= lim =

*=0 (i‘/1+X%+<‘/1+X2+<‘/1+_X+1) 4

| wo

3 _
o Calcul de i \/X+(0 Vr+2
xX—2 X—2
\/x+@ \/x+2 i EHE 2+2—\/x+
x—>2 _x—>2 -2
%/ _
A 2+ln/v1 Xt2
x»z )(—2 X—2 )(_2
i JEHC =2 _ S
-2 =7 Hz(x 2)(\/x+@ +\/x+@><2+22)
1 1

=lim
“2(\/“(0 +Jx+(w<2+2) 12

Ef lim 22¥¥*2 A
o2 Y= ﬁ22+\/x+2 4

5) -
Do lim JEHC=NKH2 A

Xx—2 X—=2 12 4 )

o Caloul de i EZZZEFT
X—>+00 (X _/\)g
il il
i 2y 22K
X—>+00 & X—>+0 D =
(¥ =1)2 X€(1_1)3
X
Z il
X2 | X% =2x+1 = zZ =
2X%+x°?

= lim

(-3
X

i 2 1
Car: lmx2=1lmx2 =0 e+ lim x> =4

X—>+0 X—>+00 X—>+00

im x" =400 s/ reQ™

X—>+00

im x" =0 si reQ™

X—>+00

Remarqgue . {
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