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Exercice 1:

Calculer les limites suivantes :

1. lim

—>+00

(x 4x2+3x—7—2x2) 2. lim

X—2

V10X* +9 -7
VX+2+/x*+5-5

2
3 Iim{wj 4. le(\/\/x“ e xj

x>4| x> —5X+4

4 4 2 2 2
5 "m[\/x +1—\/x —1} 6.Iirq[\/x —ax+\/x —-a ] acR’

o (x4l —A/x -1 Jx—a

Exercice 2

Calculer les limites suivantes :

L Iimsin(x)sin(Zx) ). "rQCOS3(X)—Sin3(x)

x—0 1—COS(X) x> Sin(X_ZJ

: | Iimsin(x).sin(2x)

_timf %2 — &z
Hg cos(2x)+1 4 le_r)r}(x 3x+2).tan(2x)
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e \/tan(x)—\/tan(ZX) . lim cos(ax) —cos(bx) (a,b)e(R*)z

x=0" \/tan(3x) — \/tan(4x) X0 X
Solution
1. lim (x 4x* +3x -7 —2x2)

Pour x suffisamment grand pour que : 4x* +3x—7>0 ;ona:

N AN AP

X 4x2+3x—7—2x2:x( 4x2+3x—7—2x)
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=X

( A% +3X—T7 — 2x)(\/4x2 +3X—T7 + ZX)J

JAX2 43X =7 + 2X

4X* +3X —T7 —4x° J

NAX? +3X =T + 2X
31
=X2 X
4+§—1+2
V' ox X2
31
Donc Iim(x 4x2+3x—7—2x2)=limx X = +00
X—>+00 X—>+00 3 7
\/4+»—+2
X X

.
S 3
(car lim £ =Zet lim x* = +o)
X—>+ 3 7 4 x>+
4+ ———+2
X X
7T cos’(x)—sin’(x)

" : V4
4 SINf X——
( 4)

Ona: cos®(x)-sin®(x) =(cos(x)—sin(x))(cosz(x)+ cos(x)sin(x)+sin2(x))
=(cos(x)—sin(x)[ sm(2x)J
77

w20
-

_\/_(_COS(X)_
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D’oti pour x¢Z COSSI(nX() S'”)(X) J—[ Sm(22X)J

Donc : lim cos”(x) sin’(x) _ lim \/E(1+ sin(ZZX)J ) e

i . T z
= SIN|f X—— % 2
4

3. Iimsin(x).s.in(Zx)
o cos(2x)+1

sin(x) sin(2x) 3 2sin*(x).cos(x)
cos(2x)+1 2cos?(x)

1E o)

cos(x)

V4
Pour x;tE ona:

=sin(x)xtan(x)

] Slzg:();:(; 5-21)() |IT (sm(x)x tan(x))

X—=
2

Donc » |lim

v
X—>=
2

. . T
(car I|m+(tan(x)) =—o0 etsm(z) =1)

x>Z
2

] Slzc():();:(r)\ S—21X) lim (sin(x)x tan(x)) = +o0

X—=
2

» lim

a
X—=
2

. . T
(car IlT_(tan(x)) = +00 etsm(z) =1)

X
2

4- IXi_r)r}(x2 —3x+ 2) .tan(%x)

Pour Xx#1:ona: tan(zx)= 1

tan(;z(x —1))
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Donc (x* —3x + 2).tan(%xj _ :;nx(—fzrlzii_l)z))
__ ~(x=2)
L tan(z(x_l))

TGS

Donclim(x2—3x+ 2).tan(£x)=|im _(X_Z)
x—1 2

ig _fan (72[( X — 1))

2
5 (x-1)

3 “mtan(;r(x—l))

X—>! T
1 5(x=1)

=1 ; on pose X =Z(x-1
2

D ou Iim(x2 —3X+ 2).tan(£x) _2
Xx—1 2 T

\/tan(x) - \/tan(2x)
x>0" \/tan(3x) —~ \/tan(4x)

Pour x#1:ona:

Jx
\/tan(x)—\/tan(ZX) _ { Jx

J2x
e Jtan(3x) - fran(4x) - tan(3x) tan (4x)
o
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Jtan(x)_\/zx«/tan(Zx)

_ JIx J2x
tan (3x) tan (4x)
[@d ") _ e }

et tim L2

=1 ou aeR’

-0 JJax
tan(x)_ . tan(2x)
\/tan(x) \/tan(2x) _ ( Jx 1z J2x J
Donc ILm \/tan(3x) \/tan(4x) I|m— tan(3x) tan(4x) et
o
kg R
== a
_(1_J§)(J§+JZ)
- 3-4

=(v2-1)(v3++4)

. cos(ax)—cos(bx 2
6- lim ( )x2 (5) (ab)e(R")
Pour x#0 ;ona: cos(ax)—cos(bx):—Zsin(aX;bx)sm( )

_ —Zsm((a;b)x]sm( : )x}

Donc Cc’S(fﬂlx)x—zcos(bx) . sin((a:zb)XJ x Sin((ax—zb) XJ
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=_2(a+b)x(a—b)ji”((a+zb)xJj‘”((a_zb)x)
2 2 (a+b)x (a-b)x
2 2

oy () o3

2 (a+b)x X (a—b)x
2 2

D ot Iimcos(ax)-ZCOS(bX)_"m( (az—bz) Si”((a+2b)x) sin((a';’)x]

x—0 X T o0 - 2 3 (a+ b)X E (a—b)X
g 2 2
==
|
sin[(a'l- b)x} Sin[(a—b)x)
(car lim 2 =lim 2 =1 ; en posant une fois X =—(a+b)x et une
0 (a+b)x 0 (a—b)x ’ 2
2 2

deuxieme fois X =@

Exercice 3 :

Calculer les limites suivantes :

1) Iim(cos(manx))
x—0 3x
2
2) lim | sin| ZX 2 4X+3
X—>+a 4X°+7
2
3) Iim(sin(q/ 2X B
X0 1—cosx
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Solution :

. ( wtanx . .
1)Ona: Img(”?’ )= —Z et la fonction x — cos(x) est continue en —Z
X—> X

] zrtanx T 1
Alors lim| cos =CoS| — |[=—=
x—0 3)( 3 2
2 2
2)ona: lim| ZX 3 i [ 2X |7
X—>-+00 4x°+7 x—+oo| 4X 4
et la fonction x > sin(x) est continue en %

2—
Donc lim | sin ”XZ—4X+3 =sin| Z =£
X—>+00 4X +7 4 2

2
3)0na: Iim( 2 ):Iim 2| o Iim(l CZOSX)=1
x=0| 1 — CcosX x=0| 1—cosx x—0 X 2

X2

— 4 ; la fonction x> +/x est continue en 4

2
Alors Iim( 2X J=
x>0\ 1—COSX

N RN

2
Donc Iim( 72 J=JZ=2

et la fonction XHSin(X) est continue en 2

ar suite lim| sin 2x° —sin(2)
P x->0 1—cosx ||

Exercice 4 :

, : 1 : :
Montrer que I’équation : 4x° —3X — 5= 0 admet une racine dans chacune des intervalles

suivants : }—1;—%[ ; }—%;O[et 10;q

Solution :
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On considére la fonction g tel que g(x)=4x*—3x - %

g est continue sur R (car ¢ ’est une fonction polynéme) ; donc continue sur tout intervalle
de R

3 1 1 1
Ona: g(-1)=——cetg|-—=|==d S gl —— -1)<0
e Ona: g(-1) 5 € g( 2)  donc g( 2)xg( ) <
d’apres le (T.V.1) il existe o, € —1;—%[ tel que : g(al) =0

3
eOna: g(0)=—% et g(—%)=%donc: g(—%)xg(0)<0

d’apres le (T.V.1) il existe a, € ]—%;O[tel que : g(az) =0

eOna: g(0)=—% et g(1)=%donc: g9(0)x g(1)=%<0
d’apres le (T.V.1) il existe o, € ]0;1[ tel que : g(e;)=0

1 : =
donc [’équation : 4x> —3x — ' 0 admet 3 racines différentes dans chacune des

intervalles: ]—1;—£[ ; ]—E ;O[ et J0;q
2 2
Exercice 5 :
1) Montrer que I'équation : X* + x+1=0admet une racine unique dans ]-1;0
2) Etudier le signe de (x3 + X +1) sur ]-1;0[ .

Solution :

1) On considére la fonction h tel que : h(x)=x°+x+1

e On a : h est continue sur (car c’est une fonction polynome) donc continue sur ]—1;0[

eOna: h(-1)=-let h(0)=1donc : h(-1)xh(0)<0

N AN NN NNNNNNANNANNNNNNNA
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e h'(x)=3x?+1>0 Sur ]-1;0[ donc h est strictement croissante sur ]-1;0[

Donc : d’aprés le (T.V.I) I"équation h(x)=0admet une solution unique dans ]-1;0[
2) h est strictement croissante sur ]-1;0[

Donc pour xe ]-L;ef ;ona: h(x)<h(a) et h(a)=0 ; d’'ou h(x)<0

Donc pour xe ;0] ;ona: h(x)>h(a) et h(a)=0 ; d'oi h(x)>0

Conclusion : x°+ x+1 est négatif sur [-1;«] ; et positif sur [«;0]

Exercice 6 :

Montrer que I’équation cosX = x admet au moins une racine dans intervalle : | = [0;;:]
Solution :

Ona: cosx=X<>cosx—x=0

Onpose : f(X)=cosx—x

e On a : fest continue sur R (car c’est la différence de deux fonctions continues) donc
continue sur |

eOna: f(z)=—(1+r)et f(0)=1donc: f(0)x f(7)<0
Donc : d’apres le (T.V.1) il existe a € ]O;;r[tel que: f (a) =0cad cosa =«

Exercice 7 :

, . ) ) { ) T 2r
Montrer que I’équation : 1+ sinx = x admet au moins une racine dans intervalle : [E ;?

Solution :
1+sinx=x<1+sinx—x=0
On pose : g(x) =1+sinx— X

eOn a: g est continue sur R (car c’est la différence de deux fonctions continues) donc

) T 27
contlnue sur | —;—
[2 3 }
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eOna: g(%): 2—%>0et g(%[):£+1—2?”<0donc : g(%)xg(z—”)<o

2 3

Donc : d’aprés le (T.V.1) il existe a € ]% 2?7[[ tel que : g(«)=0 cad l+sina=«a
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