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Série d’exercices

« DERIVABILITE ET APPLICATION »

2SM-BIOF Mer Khalid Haddar

NIVEAU1

m

xercice 1 :

7

m

tudier la dérivabilite de f en x, dans les cas suivants, puis donner une interprétation
éométrique :

f(x)= xzsin(—] x#0

£(0)=0

f (x):arctan(\/ﬁ) x>1
f(x)z(x—l)i/l—_x x<1

«Q

Exercice 2

f (x)=2x2+b X<2

Soit f la fonction définie sur R par :
f (x)=2ax’+1la x>2

a et b deux nombres réels.
Déterminer a et b pour que f soit'dérivable en 2

Exercice 3
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n utilisant la composee, étudier la dérivabilité de f et déterminer sa dérivee dans chacun g
des cas suivants : g
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) f(x):cos(M)
2)  f(x)=ax-2 tan(%)

Exercice 4
Montrer que : (VxeR): 2arctan(\/x2 +1—x)+arctan X =%

Exercice 5

Soit f la fonction définie sur R* par : f (x)=3¥x-4{x*
1) Calculerxllrpw f(x)
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: 2) Etudier la dérivabilité de f & droite de 0, puis donner une interprétation géométrique. 5
© 3) Etudier les variations de f

Exercice 6

En utilisant la notion de dérivée, calculer les limites suivantes :

T
Arctan x — 5 2017/ + 3 _ 20179 201\7/}

im
“ 3 x—>3 X—3
3

Exercice 7

KKK K 0K 0K 0K 0K 0K 50K 0K 50K 50K 0K 0K 50K 50K 50K 0K >

= Soit f la fonction définie sur [3,+oo par : f(x)=3x’-3x’

: 1) Etudier la dérivabilité de f & droite de 3.
= 2) Montrer que f est dérivable sur ]3,+«[ , et calculer f'(x) pour toutx €13, +o .

< 3) Dresser le tableau de variation de f.
~4) a-montrer que f est une bijection de [3,+oc| vers un intervalle d,que [’on déterminera.

b- Montrer que f‘est dérivable en 23/2 et calculer( ‘1) (232)

Exercice 8

1) Soient f et g deux fonctions définies suf R"par i f (x) :arctan(zizj
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Et g(x)=arctan| 2 |—arctan[ X=2 X
9(x) x+1 X g
1) Calculer la dérivée des deux fonctions f et g g
2) Soit h la fonction définie/par ;h(X) = f (x)—g(x) g
a) Montrer que I'équatign h'(x) =0 admet une solution unique X, [1,-+oo .S
b) Calculer h'(2) etidéduire la valeur de x, . g
c) Déduire la position relative de la courbe (C) et de la droite (D) d’équation y = x. g
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Exercite 9

Montrer que : (VxeR"): (1+x)arctan(\/_) Jx>0

B O Y O R s
Y
@D
o
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[HEN
o

~ Soit  la fonction définie sur R" par : f (x) = cos(x|

E 1) Montrer que f est dérivable a droite en 0, et donner une interprétation géométrique.
*2) Montrer que f est dérivable sur ]0.+oo[ et calculer f'(x)pour toutx e ]0, ] .

%3) Etudier les variations de f sur [0,7” |

§i4) a-Montrer que [’équation : f (x)=x",neN" ; admet une unique solutiona, dans [0,1].
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b-Montrer que la suite (a,) , est croissante.

X

Exercice 11
1) Soit g la fonction définie sur [0;7] par : g(x)=sinXx—XcosXx

Etudier les variations de g et déduire le signe de g sur [0;].

2) Soit f la fonction définie sur [1;+c0[ par : f (x)= xsin(z).
X

On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O;T; ])
a) Calculer XILrp f (x) et Interpréter graphiquement ce résultat.

b) Montrer que f est dérivable sur [1;+oo[ et que : Vx e[1,+oo[, :FHx) = g(zj
X

¢) En déduire que f réalise une bijection de [1; +oo[ sur un intervalle™ a préciser.

d) Etudier la dérivabilité de f* sur let calculer (f2) (0) &t,(f) (2).
3) Soit h(x)=f(x)—x oU Vxe |1+ .
a) Etudier les variations de h' sur [1,+o[ et en déduire que I'équation h'(x)=0 admet
une unique solution x, dans [1;+oof .

Exercice 12

Soit f la fonction définie sur [0;+oo] par : f(x)=33/x+1-x
1) a-calculer lim f (x)

X—>+0

b- donner le tableau de yariation-de f.
2) montrer qu’il existe un seul réel ade [2;3[ tel que f ()=«

3) a) Montrer que f admet unefonction réciproque f *définie sur un intervalleJ a

déterminer.
b) Etudier la dérivabilité de f *surJ.
' 4o
t S(f =——
c) montrefque: (f) () i

Exercice 13
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' SBitf la fonction définie par : f (x)=3/x—arctan x
% 1) Montrer que [’ensemble de définition difest R* . o
g 2) a- Montrer que pour toutxeR" : x—% <arctanx < x—%+%

< b- Etudier la dérivabilité de f a droite de 0, puis donner une interprétation géometrique.
<« 3) Donner le tableau de variation f.

2 4) Montrer que f admet une fonction réciproque f* définie sur un intervalle J que [’'on
déterminera.
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Exercice 14

Soit neN et f,_ la fonction définie surk par :f (x)= n kiﬂcnkxk+l
k=0

1) Calculer f(x )pourtoutxdeR.

2) En déduire la valeur deZ—lck

Théoreme de Rolle - Théoreme des accroissements finies

NIVEAU1

[T

xercice 15 :

Soit f une fonction continue sur un intervalle [ a;b |et dérivable sur_Ja;bf-tellesque :
(WxeJab[): f'(x)=0
Montrer que I'équation f(x)=0 admet au plus une solution’dansya; by .

Exercice 16 :

000000000000000000000000000000000000000000000000

- Soit f la fonction définie sur R par : f (x)=(x*<1)’ (X ~16)

% Montrer que la dérive f'de f admet au moinsstrois racines distinctes autres que les reels—2,
S
X 1, let 2.
><>< -
- Exercice 17 :
XX
§ Montrer que |cOsX—C0sY|<|x-%y| , pour tous réelsxety.
XX i
g Exercice 18 :
% 1
< Soit f la fonction définie surel 'intervalle| 0;1| par : f(x)=
§ 1) Montrer que\f est'dérivable sur et que pour tout x €[ 0;1], \ f ’(x)\ s%
% g 1
%2) En déduire.que : (vxe[0;1]) -5 X< f(x)<1
g Exercice 19 :
%
- Montrer que : L < arctanb—arctana _ 1 ~,pourtous a et b de R* ,a<b.
X 1+b b—a l+a
<« Exercice 20 :
X
X
% Montrer que :
1) (Vx>0 <Ix+1-Jx<—
D0 e 2
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2)(Vx>0) ;———<3/x+1-3/x <
3«/(x+1) Jx_

Exercice 21 :
1) Montrer que : % (y—Xx)<siny—sinx< g(y—x)

T.T
pour tous X et y de [E Z}
2) En déduire que : */_ V2-1 */_

2 T 12
Exercice 22 :

f(x):ti x#7
Soit f la fonction définie sur { ”} par : anx
472 f(ﬁ]:o
2
1) Montrer que f est continue sur [Z ﬂ
2) Montrer que : (VXE}Z %D —2< f(x)<-1
Ly : T .7 <1—tanx<g_

3) En déduire que [‘V’XeLl ZD 5 2X < PV X

Exercice 23 :

Soit f une fonction continue sur [9;1]et dérivable sur ]0;1] telle que : f (1) =1 et f(0)=0
Montrer que I'équation 2X f'(x)'=+/x admet au moins une solution dans 0;1[ .

NIVEAU?2
Exercice 24 :

On considére une-fonction f dérivable sur [0;1] telle que : f(0)= f'(0)=0 et f(1)=0.
f(x)

Soit g lafanction définie sur [0;1] par : g(x )—— si x=0

9(0)=0
1) Montrer que g est continue sur [0;1]
) a- Montrer qu’il existe un réel ¢ de ]0;1 tel que : cf'(c)—f(c)=0 .
b- On désigne par(c) la courbe représentative de f dans un repere orthogonal.
Montrer que (C) possede au moins une tangente passant par l'origine du repere.
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3 Exercice 25 : :
% e
% - : L . : %
« On considere une fonction f dérivable sur| 0;1]et positive strictement sur ]0;1] et f (0) =0 ¥
2 2f'(c) _ f'(l-c) i
< montrer que (dce |01 ) : = <
monwreraue (Se< 01 Ty =F-o) :
« Exercice 26 : X
< <
< <
- Soit f la fonction définie sur R* par : f (x)=sinx - X’ i
< <
i 1) Montrer que [’équation f(x)=0 admet au moins une solution c dans }%%[ %
< <
s 2) En déduire que [’équation cosx—2x =0 admet au moins une solution dansR. ’
< <
< Exercice 27 : %
- Soit f la fonction définie sur | Z:Z | par : f(x)=Z —sinx. 2
i 6’2 2 )
% iy . . . T o
¢ 1) Montrer que [’équation f (X)=x admet une unique solution, « dans Ik %
< <
<P , . T . \/§ <P
¢ 2) En déduire que pour tout x de {5’5} ; \f(x)—a\£7|x—a| i
< <
< <P
g Exercice 28 : g
£ 3
g Soit f et g deux fonctions continues sur un.intervalle [ a;b |et dérivables sur ]a;b] telle que : g
%(VXe]a,b[): g'(x)=0 %
g 1) Montrer que : g(a)= g(b) g
XZ) Montrer que : (3ce Ja,bf): )1 _ f'(c) )
) g(b)-g(@ g'(c) %
g 3) On suppose que : , f(a)=g(@)=0 g
 Montrer que : |jmJ®) _ jig £ () %
) =21 GO, == 9'(X) )
e A oz X
£ 4) En déduire : T o T lim BN X=X )
K X3 X—\/§ x—0 X3 o
X XX
X XX
X X
XX XX
X XX
X XX
X XX
X XX
X XX
X XX
X XX
X XX
X XX
X XX
X XX
X XX
3 3
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