VUUVUUUUUVUUUVUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUVUUUUUUUUUUVUUUUUUUUUUUUUTT

v UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUL

2

Exercice 01 : (5,5 points)

no(_ k-1
On considere la suite (Sn)neN* definie par : S, = Z(lT) :
k=1

Et pour tout ne N", Onpose: u, =S, etv, =S, ..
1)- a)- Montrer que les suites (u, ) _.et (v, ), _..sont adjacentes.

b)- Que peut-on conclure ?
2n+1

2)- a)- Montrer que : (VX€R+) Zz k< 1+X<Z 1) X
k=1

on —1

anil (1)<t
b)- En déduire que : (VxeR"), Z k X“ <In(1+x)< Z( T() X“ .
k=1 k=1

3)- a)- Montrer que : (Vn € N*) <In2<v_, puis déduire la valeur de la limite
Commune de (u,) _.et(V,) ..

b)- Montrer que : (Vn S N”‘),|Sn ~In2|< 1 (On pourra procéder par
n

disjonction De deux cas).
c)- En déduire que la suite (Sn )neN* est convergente en précisant sa limite.

Exercice 02 : (5,5 points)

Soit f la fonction définie sur | :[O,%{par: f (x)=—In(cosx) .

1)- a)- Calculer lim f (x) . Puis justifier que f est continue sur | .

T
x> =
2

b)- Montrer que f admet une fonction réciproque f définie sur R*.
c)- Déterminer f~(x)pour tout x e R".

2)- Montrer que I'équation (E): f (x)=x une solution unique & dans }O%{

T T
Etque —<a<—.
3 2
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3)- On considére la suite (u, ) _ définie par : u, = % et (VneN),u,,, =f(u,).
a)- Montrer que : (VneN),0<u, S% .

b)- Etudier la monotonie de (un )neN, puis en déduire qu'elle est convergente .

c)- Déterminer la limite de (un )neN en justifiant soigneusement votre réponse .

Exercice 03 : (09 points)

I- Soit g la fonction définie sur R"par : ¢ (t) = In(1+ \/f)—\/f :

1)- a)- Montrer que ¢ est continue sur R".

b)- Montrer que g est dérivable sur R™"etque : g'(t) = _ 1 .
2(1++)
In(1+t)—t -1

€ 1)

2)- a)- Montrer que : (Vt C R*+)(EIC S ]O,tZD,

b)- En déduire que : Iimw 1
t—0" t 2
I1- On considére la fonction f définie sur R™par : f (1)=1et
In x
A 0,1 U1, , f =—.
(vxe]o,JUJL+e[), f(x) 1

x—0" X—>+00

2)- a)- Montrer que f est continue en x, =1.
b)- Montrer que f est dérivable en X, =1 ( On pourra utiliser 1-2)- b)-) .
(x—1)—xInx
x(x—l)2 '
b)- Montrer que : (¥x € [0, UL, +oo[ ),(x—1) - xInx <0 . puis dresser le
tableau de variation de f .

3)- a)- Montrer que : (VX elo,UIL +oo[), f'(x)=

4)- Construire la courbe (Cf )dans un repere orthonormeé.

_ . . .1
5)- a)- Montrer que : (Vn eN )(El!an eR ) f(a,)=1+ ~

b)- Vérifier que : (VneN"),0<a, <1.

JSUVUVUVUUUVUVUVUUUUVUUUUUUUUUVUUUUUUUUUUUUUVUUUUUVUUUUVUUUUUUUUUVUUVUUVUVUUUUVUUUUUUUUUUL

1)- Calculer lim f (x) et lim f (x) , Puis interpréter géométriquement chaque limite .

www.guessmaths.co E-mail : abdelaliguessouma@agmail.com WhatsApp : 0717467136

aNaNaWaNaNelaNaNaiaNaNalalaNaNaNaNelaNaNaNaNaNalaaNaNaNaNaNaNaNaNaNaNaNaNaNalaWaNaWaNaNaWaWaNaWaN oW aWaWaNaWaN oW aWaWaNaNaN oW oW aWaNaNaNaW oW a Wl

AN AN AN AN N AN N AN N N N AN AN AN N AN N N N AN AN AN AN AN AN AN AN AN N AN AN AN AN AN AN AN AN AN AN AN AN AN AN AN ANANANANANANANANAN


http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

c)- Justifier que la suite (an )neN* est strictement décroissante ; puis en déduire

qu'elle est convergente.

d)- Montrer que : lim a, =1 et lim n.(1-a, ) =2, Puis en déduire que :

N—>-+0 N—>-+00
lim (a,)" = iz .

N—+0 e

Correction

Exercice 01 : (5,5 points)

la suite (S,) = Q

n neN* ’ n =

Etpourtout ne N™: u, = S2n etv, =S, ;.

1) a) ® la monotonie de (un)

Pourtout neN" ;ona:u,,—u,=S, . —S,

2 n+l

()7 (D)
- k P2 k

k=1 k=1

N

_ 2n+l _ 2n on (L k-1 on [ k-1
BEINC IR C N E
2n+2  2n+1 &5k ~ k
- (_1)2n+1 . (_1)2n
- 2n+2  2n+1
-1 1
= +
2n+2 2n+1
B 1
~(2n+1)(2n+2)
1
Et (VneN") ; 0
t(wne >'(2n+1)(2n+2)>
Donc (u, ) est croissante.
e La monotonie de (v, )
Pour tout ne N ;ona: V., =V, =Sy, —Spnu
2n+3(_1)k‘1 2n+l(_1)k_1
=1 kzll k
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Et(‘v’neN)

Donc (v, )est décroissante.

e Calculons lim (un —Vn)

Pour tout ne N*

Donc lim (u,—v,)=0

D’ou les suites ( .)e

2)a) (VxeR") ;

2n

N—>+o0

2n+1 2n+2
(" ()

2n+2  2n+3

- (_1)2n+1 N (_1)2n+2

- 2n+2  2n+3
-1 1
= +
2n+2 2n+3
B -1
~(2n+3)(2n+2)
L <0
(2n+3)(2n+2)
;ona: Vv, —u, :SZn+l_82n
2n+1-1
:SZn +(_1) ~ Vo
2n+1
1
S 2n+1
t (v, ) sont adjacentes.
1 20 k-1
1 k-1 k 4 _ L+ _
1+x kl( ) 14X k:l( X)

k-1 ) , . L .
Z(—X) est une somme de 2n premiers termes d une suite géométrique de raison

k=1

(—x) avec (—=x=1) ; donc: > (—x)

D’ou

1+x

1

DYCIR

2n

k=1

2n

>0

=) 1+ X

1 X2n
1+ X 14X
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Par suite (Vx S ]R+) : Zzn(—l)k_l X< L

= 1+X
2n+1 R 1 X2n+l
De la méme maniére on montre que : (Vx € R+) (1) X - = >0
= 1+x 1+Xx
. 1 2n+1 k1 kg
Donc (VXER ) Dl—< ) (-1)
1+x 4o

Conclusion : (Vx € R+) ; i(—l)kl.x"‘1 <

2n+l
1
= 1+ X

S

=1

=

on (_1)k—l
b) @ Posons pour tout XxeR* ; f(x)=In(1+x)-> ” e
k=1

f est somme de deux fonctions dérivables sur R™ ; donc elle est dérivable sur R™ ;

1 2l k-1
tona: (VxeR"); f'(x)=—-> (-1)  x**
etona ( X e ) (x) T k_l( ) X
2n
D’apres la question précédente on a - (VX6R+) ; Z:(—l)k_l.xk_1 Sli
k=1 + X

Donc : (VXeR+) : f’(x)zo
Par suite f est croissante sur R".

Et comme f (0)=0 ;alors: (VXER+) ; F(x)=0

on (_1)k—1
D’oi (vXeR+) D X <In(1+x)

e Posons pour tout Xxe R" ; g(x)= X< =In(1+x)

De la méme maniere que pour f on montre que g est croissante sur R en utilisant le
, . . 1 o [
résultat de la question précédente : (Vx S R+) : Trx <> (-1) X<
+X =
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Et comme g(0)=0 ; alors: (vXeR+) ; 9(x)=0

D’oi (WeR*) In(L+x)<>

P
2n (1)1 ons1 (1)<
On conclut que : (VXeR+) ; ( T() x* <In(1+ X)SZ( T() e
P =

3) a) On appliquant la double inégalité précédente pour X =1 ; on obtient :

(vneN"); iﬁsln(z)szi+1£

o K o K
Donc (Vn eN*) ; U, <In(2)<v,
On déduit que : (vneN') ; 0<In(2)-u, <v, —u,

Et comme lim (u, —v,)=0 ; alors (u, )est convergente de limite In(2).

N—>+00

Aussiona: limu, = limv, ;alors |limu, = limv, =In(2)

N—>+o0 n—>+0 N—>+00 N—+o0

b) Soit ne N

® Si n est paire '

Alors 3peN"/n=2p ;donc S, =S, =u,
Etcomme u <In(2)<v,

Donc 0< In(2)—uID <V, U,

Dot 0<In(2)-S, < 1 (résultat de la question 1)a) v, —u_ =L)
2p+1 2p+1
Alors 0<In(2)-S, <t 12
n+1 n
1
On conclut que : |S, —In(2)| <=
n
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® Si n est impaire '

Alors 3peN"/n=2p+1;donc S, =S, ., =V,
Etcomme u, <In(2)<v,

Donc 0<v, —In(2)£vp—up

Do 0<S —In(2)< 1 (résultat de la question 1)a) v, —u_ 1 =1)
n 2p+1 n
1
On conclut que : S, —In(2)[<=
n

Par suite (VneN*) :

1
n

(2)<

.1
; etcomme lim ==0 ; alors (S, )est

N—>+o0 n

c)Ona: (VneN*);

1
n

(2)<
convergente de limite In(2).

Exercice 02 :

(VXE[O,%D : f(x)=—In(cosx) .

1)-a)-Ona: lim cosx=0 .et (VXe[O,%D : cosx>0 .

T
X—| =

En posant t=c0SX ;ona: xe(%) alors t > 0"

Don lim f(x)= lim (-In(cosx))
SURESH

= lim(=In(t)) =+

t—0"
Donc| lim f(x) =+

St

La fonction U : X > COS Xest continue est strictement positive sur | = [O, E[
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Donc f est continue surl .

b) La fonction U : X > oS Xest dérivable sur | = {O, %[et u'(x)=-sinx

Donc f est dérivable surl ; et KVX € [O,ED ; F(x) = ~u'(x)
2 u(x)
_sinx _

—— =tanx
COS X

Et comme (VX S [O%D » tanx >0

Alors f est strictement croissante sur | ; d’apreés la questionl)a) f est continue sur | .
Donc f admet une fonction réciproque f " définie sur I'intervalle

)= fqo,%[} f(O),XLi(r;jf(x) (0,490

f(y)=x
yel;xel

yel;xeld
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- tany =+e** -1
yel;xeld
(Cary el donc tany >0Oetx e J donc e >1)

D oil (VXe J =[O;+oo[) : fl(x)zArctan( e?* —1)

2) posons g(x)= f (x)—x(ou xel)
g est somme de deux fonctions dérivables sur | ; donc g est dérivable sur I et pour tout
xelona: g'(x)=f'(x)-1
= tanx -1
Donc g'(x)=0< tanx=1

T
& X==
4

Et g'(x)20<:>%3x<%

Tableau de variation de g

z
2

olh|y

9'(x) -

g(x) O\an ] /Jroov
4

\ +

2

lim g(x)=-+w(car lim g(x)= lim (f(x)-x))

~(3) () (3)
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g est strictement décroissant sur {O; %}
Donc (VX € :|O,%:|j : g (X) <dg (O) et g (O) -0
: T
D'ou [VX E}O;ZD ; 9(x)<0
Par suite I'équation g(x)=0 (cad : (E): f (X)=X)n'admet pas de solution dans }0; %}

La restriction h de g sur l'intervalle [%%[ est continue strictement croissante sur[%;%[ :

donc h est une bijection de [%%[ vers [In 44_ dd ;+oo[ et comme 0 e [ In 44_7[ ;+oo{ :

alors I'équation : h(x)=0 (cad : (E): f (x)=x) admet une solution unique o dans
-2 et de plus h Z1<0 :alorsh| Z <h(a)
4 2 3 3

.. . . . T
Et h est une bijection strictement croissante alors 5 <o

|\ T
Don |—<a<—
3 2

u. ="
"4
U= f(u,) (VneN)

n+1

3) (u,):

p V4
a) Montrons par récurrence que : (VneN) ; O<u, < "
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Pour n=0
T T
u, =—donc 0<uOSZ

Soit ne N

T
Supposons que 0<u, < " et montrons que O<u,_, S%

Ona:0O<u, < %et f est strictement croissante sur[O;%[

Donc f(0)< f(u,)<f (%)

D'une part f(0) et d’autre part la fonction g est négative sur {O;%} : donc

f(zj_zgo . doi f(zj_z.
4 4 4 4

. T
Par suite: O<u_, < "

Conclusion : (VneN) ; 0<u, S%

b)Ona: (VXE}O;%D ; f(X)<xet(VneN);u, e}o;ﬂ

Donc (VneN) ; f(u,)<u

n n

D'ou (VneN);u., <u,

Donc la suite (u,, ) est décroissante, Comme elle est minorée par 0 ; Alors elle est
convergente.

c) On a: « f est continue sur [O;%}
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(]
g

* un+1 = f (un)

* (u, )est convergente
.. . , . T
Donc sa limite £ est solution de I'équation f (x)= xdans [OZ}

On sait que I'équation f (x) = X admet deux solutions dans {0;%} quisont O et o ;

Comme « >%alors a g{o;ﬂ ; donc | limu, =0

N—>+o0

Exercice 3
I- pour tout t e R™ ; g(t) = In(1+\/f)—\/f
1) a) La fonction t — 1+ \/f est continue of strictement positive surR™;

Donc la fonction t — In (1+ \/f)est continue surR™; de plus la fonction t — \/fest

continue surR"; donc la fonction g est continue sur R*(Comme somme de deux
fonctions continues)

b) La fonction t —>1+ \/fest dérivable et strictement positive sur R’ ; donc la fonction

t—In (1+ \/f)est dérivable sur R” .

La fonction t — \/f est dérivable sur R’ ; donc la fonction g est dérivable sur R” ,

etona: (VteRi) : g'(t)z(ln(1+\/f)_\/f)r
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(1)
l+\/f _2\/f

1
2t 1
_l+\/f 2\/f
C1-1-4t
_2(1+\/E)\/E

At
- 2(1+ \/f)\/f

-1

2(1+\ﬁ)

Donc (Vt eR’i) ; g’(t):_—1

2(1+\/f)

2) a) Soitte R’
La fonction g est continue surR™; et dérivable Sur R” .
Donc elle est en particulier continue sur [0;t* | e+ dérivable sur ]o;t°[ .

En appliquant le theoréme des accroissements finis a g sur [o;tz] ;ona:
(Elc € ]O;tz[)/ g(tz)— g(0) =(t2 —O)g’(c)
Donc : (EI(:e ]O;tz[)/wz 9'(c)

In(1+t)—t -1

t? B 2(1+ \/E)

Cela veut dire : (Elc e ]O;tz[) /
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In(1+t)—t_ -1

Conclusion (VteR’i) (306]0”2[)/ t2 2(1 J')
++/c

b) Comme ce Jo;t’[ alors: t—0*=t*>0"=c—0"

In(1+t)—t -
Alors : lim ( ) = lim 1 1

oot 0 2(144c) 2

. . In(x . ] 1
1) )XILT f (X):XILT x(—l) = +oo (Car XILrpIn(x):—ooet XILrQE:—l)

Donc [lim f (x) =+

x—0"

») lim f(x)=lim M

X—>+00 X400 Y — 1

- Iim(ln(x)x X j:o

X—>+00 X X—1

(Car lim (Mj =0et lim (Lj =1)
X—>+00 X X—>+00 X_

Donc | lim f (x)=0

X—>+00

Interprétation géométrique

I S D

) lim £ (x) =+

x—0"

La courbe de f admet [’axe des ordonnées comme asymptote verticale.

L T [ Y |
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H_U_U_U_U_U_U_U_U_U_U_U_U_U_U_U_U

+) lim f(x)=0

X—>+00

La courbe de f admet I’axe des ordonnées comme asymptote horizontale au voisinage de +o.

x>l x=1 x—1

2)a)Ona: Iim[mlzlj limf(x)=1et f(1)=1

Do lim f (x)=f (1)

x—1

Donc f est continue en X, =1

b Ona: nm[f(x)—lf (1>]:"m o1

x—1"

Onposet=x-1;alors x>1" =t—>0"

Donc Iim{ f (X) ~f (1)) =lim (M) = —% (d’apreés la question 2)b))

x—1" X—-1 t—0" '[2
D'oil Iim(f(x)_f(l)j:_l
x—1" X -1 2
1 1
Onapourtout 0<x<1; f(x):;f(;j
1 1
i fU_f(l)
pone )= F)_ x_{x
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2
X 1,
X
f(lj—l
" X 1-X
- 2
L, T
X X
f(lj—l
1>< X + X
= x| =2
X 1_1
X

f(lj—l
Comme |imX—: ||m(MJ:_E
x—1" 1_1 x—1* 1
X

(2

i i 1
Alors lim| ——<— +x =l et lim| —— |=-1
X1 1 xol X2

-1
o i LB 02
ome i 10 - 1)
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Par suite f est dérivable en x, =1 et f'(1)=-

N |-

3)a) (Vxe |0 Ull+o) ; fr(x):(ln(x)j

Pone (vxe [ UL o] ;| £7(x) =

b) posons ¢(x)=(x-1)—xInx (o (XeRj))
¢ est dérivable sur R", et pour toutx e R}, ona: ¢'(x)=1-Inx—1=—Inx
Tableau de variations de ¢

X 0 1
¢'(x) + (? —
0

() / \

< 0 est une valeur maximale pour ¢ sur ]0;+oo[ donc (Vx S ]0;+oo[) p(x)<0
Conclusion :  (x & ]0;1] U Jt;+0o[ ) : (x—1) - xInx <0

+00

(x—1)—xIn(x)

x(x—l)2

D’apres ce qui précéde ona : (VYx e |0, L L;+o[) 5 £'(x)

Donc (wxeJ0{ U Jiee])  £(x)<0 e comme (1) =2

Alors (VX c ]0;+oo[) ; £/(x)<0
Tableau de variations de f
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+00

f(x) T

5) a) f est dérivable sur R’ ; donc continue surR” ; de plus elle est strictement décroissante

0

surR, .

Donc f est une bijection de R” vers I’intervalle f (]R”;):J lim f(x);lim f (x)[ R’

X—>+00 x—0"
Comme (VneN'); (1+%jER**; alors : (EI!an eR’ )/ f (an):l+%

b)Ona: f(1)=1et f(an):1+%

Donc : (VneN*) ; f(a,)> (1)

Et f est une bijection strictement décroissante surR” ; donc sa bijection réciproque f
est strictement décroissante surR’, ; @’z f7(f(a,))> f7( (1))

Doi: (VneN'); a, <1

Comme a, € R’ alors : (VneN*) ;0<a, <1.

c)Ona: (VneN*) : 1+£>1+i1
n n+

Donc : (VneN*) ; f(a,)> f(a,)
Par suite : (VneN*) ; f‘l(f(an))< f_l(f (an+l))

Doi: (VneN'); a <a,,
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Donc la suite (an ) est strictement croissante ; de plus elle est majorée parl donc elle est

convergente.

d) (Vn € N*) ; f (an)=l+1<:> a, = f‘1(1+1) et comme lim [1+l)=l et f 'est
n n nN—+o0 n
continue en 1 car elle est continue sur R,

Donc : lim f‘1(1+1]: f*(1)=1 (Carf(1)=1)

N—+ n

D'ou:|lima, =1

N—+o0

® Pourtout neN" ;ona: n(l—an):n£1— fl(1+1)j

n
f‘1(1+1j—1
_ n
) 1
n
f‘1(1+ij— £1(1)

o

Comme f est dérivable en 1 et f’(l) = —% #0 : alors f* estdérivable en 1 et

| ) f1(1+1j—f1(1)

(f) (1)=——=-2; donc lim d =(f%) (1)=-2
() e (1+1j—1
n
D'ou|limn(l-a,)=2
e Pour tout neN" ;ona: f(an):1+1<:> Ina, :1.,.&
n a -1 n

n
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Ina, n+1
a,-1 n

<nlna, =n(a,-1)+a, -1
<In(a,) =n(a,-1)+a, -1
o (a,) =e" Y e

Comme lim (a, —=1)=0 et limn(a, —1)=-2 ; et la fonction exponentielle est

N—+o0 N—+0
L 1

continue en 0 et en —2 ; alors lime**=e® =1 e+ lime"® Y =¢ ==
nN—+o0 N—>+00 e

: 1
Dowe ,!Lrﬂo(an)n =2
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