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Exercice 1 (Structures) : (3,5 pts)

On considére dans l'espace vectoriel (M,(R),+,¢)l'ensemble E des

matrices : M(a,b) :[

4

a b " 0 1
;(a,b)eR® et on pose |= et
—-4b a+2b -4 2

0,25 | 1) a- Montrer que (E,+) est un groupe commutatit.
0,5 b- Montrer que (E,+,®) est un espace vectoriel et déterminer sa
dimension.
0,5 | 2) a- Vérifier que J>=2J-4I et déduire que J admet un inverse que I'on
déterminera.
0,25 b- Montrer que E est une partie stable pour loi X dans M, (RR).
e o f:E—>C

3) On considére I'application : M(a,b)i> (a-+b)+ib3
1,5 a- Montrer que f est un isomorphisme de (E,x) vers (C,x).
0,5 b- Déduire la structure de (E,+,x).

Exercice 1 {Arithmétique) : (3,5 pts)

1) On considére dans 7 |'équation (E):71x—53y =1.
0.25 a- Vérifier que le couple (3,4) est une solution particuliére de (E).
0.5 b- En déduire I'ensemble des solutions de I"équation (E).

2) Considérons dans Z |'équation : (F):x* =2[53].

Soit x une solution de (F).

0,5 a- Montrer que 53 est premier et que x A53=1.
0,5 b- Montrer que : x*' =x[53].
0,5 c- Montrer que : x=35[53].
0,25 | 3) a- Vérifier que : 2° =35[53]
0,5 b- Déduire I'ensemble des solutions de I'équation (F).
0,5 |4) Résoudre dans Z le systéme : (S):{XEM[H]

x* =2[53]
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Exercice 2 : (3 pts)

Dans 'ensemble C, on considére |'équation suivante :

(E):ZZ—(1+im+r_n)Z+r_n+i\m\2=0 ot meC \{i}.

0,25 | 1)a- Vérifier que u=m est solution de (E).
0,25 b- En déduire que I'autre solution de (E) est :V=1+im.
0,5 | 2)On suppose dans cette question que m=e” ou §<a<7z.
Ecrire le nombre % sous forme trigonométrique.
0,25 | 3)Dans le plan complexe (P), on considére les points A(U) et B(V).
Déterminer I'ensemble des points M{m) tels que : (ﬁ,@)s%[n].
1. . . s .
4)On suppose que m:a+5i oU aeR et on considére la transformation R
qui lie tout point M(Z) avec le point M'(Z') tel que : Z'=-iz +1+2ia
0,5 a- Montrer que R est une rotation dont on précisera le centre Q et une
mesure de son angle.
0,75 b- Montrer que : R(A)=B puis en déduire que : % _ZQ =—.
AT “0
0,5 c- Montrer que les points O, A, B et Q sont cocycliques ou O est
'origine du repére de (P).
Exercice 3 : (3 pts)
2x X
xX)=e" -2 +2;x<0
Soit f la fonction définie sur R par : )
f(x)=1+xIn(1+x);x>0
On désigne par (C) la courbe représentative de la fonction f dans un
repére orthonormé (0,7,7).
0,25 | 1) a- Etudier les branches infinies de (C).
0,5 b- Montrer que f est dérivable en O et f'(0)=0.
0,5 c- Caleuler f'(x) sur chacun des intervalles |—o0,0[ et ]0,+oc[ puis
dresser le tableau de variations de f.
0,25 | 2) Montrer que f admet sur ]-o0,0[ un unique point d'inflexion I que I'on
précisera.
0,25 | 3) a- Montrer que l'équation f(x)=2 admet dans ]0,4oc[ une solution

unique a etque 1<a<2.
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0,5 b- Tracer la courbe (C).
0,25 | 4) Soit A un réel strictement négatif.
Calculer I'aire A(2) du domaine du plan limité par la courbe (C) et les
droites d’équations : x=1 ; x=0 et y=2.
5) Soit g la restriction de f & l'intervalle ]—0,0].
0,25 a- Montrer que g est une bijection de ]—o,0] sur un intervalle J que I'on
précisera.
0,25 b- Montrer que Vxe],g‘l(x):ln(l— x—1).
Exercice 4 : (4 pts)
Soit neN", On considére la fonction f définie sur R™ par :
f(x):arctan(x)—ﬁ
X
0,5 | 1) Montrer que I'équation f(x):g—l admet une unique solution a, dans
]O,+oo[.
0,75 | 2) Montrer que : VneN',a, >n puis calculer lima,_ .
0,25 | 3) a- Vérifier que : VxeR™,arctan(x)<x.
L[ 1
0,25 b- Vérifier que : f(n+\/;)=£—arctan( J— Jn :
2 n+n) Jn+1
1 c- En déduire que : VneN',a, <n++/n puis déterminer Iim (&).
n—>+o\ n
. 1 n L] .
0,75 | 4) Montrer : VneN',arctan| — |=1—— en déduire lim (n-a,).
an an n—+0
0,5 | 5) Montrer que : lim n*(arctana, —arctann)=1.
Exercice 5 : (6,5 pts)
Partie 1 :
_— . [ef—1-x . |e"—1-x
0,5 | 1) Calculer les limites : lim | ————= | et lim | ——=|.
X—>+00 X X—>+00 |n(1_+_X)
2
, X(X—t) :
2) Pour tout nombre réel x, on pose : I(x):'[0 e dt.
1,5 a- Montrer sans calculer 1(x) que :
X <
VxeR*,OSI(x)SEeX et VXER_,I(X)‘S?
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b- A l'aide de deux intégrations par parties, montrer que :
2

X
I(x)=e"—-1—-x——.
() 2

< dui Cef-x-1_1 . e -1-x 1

c- En déduire que : |Ime—)2(=— et ims—~—X_1

x>0 X 2 ooxIn(l+x) 2

3) On considére la fonction f définie sur R* par : f(x)=e*In(1+x)-x.
Etudier les variations de f et déduire que : VxeR",f(x)>0 (on admet

que: VxeR,e* >1+x)

Partie 2 :
e dt
F(x)= —;x>0
Soit F la fonction définie sur R* par : () J‘X+1Int
F(0)=0

1) Montrer que : Vxe]0,+oo[;¥g,:(x)gﬁ

2) Montrer que F est continue et dérivable & droite en 0.

3) Montrer que F est dérivable sur ]0,+0[ et que :
‘v’xe]O,+oo[;F'(x)£ﬂ
xIn(1+x)
4) Calculer lim F(x) et dresser le tableau de variations de F.

5) Etudier la branche infinie de la courbe (c.) de la fonction F au
voisinage de +o et construire (C,).
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