METHODE FORMES TRIGONOMETRIQUES D’UN COMPLEXE NON NUL
2éme Bac PC

Le « plan complexe » est un plan muni d'un repére orthonormé direct (O;d,v) dans lequel sont
représentés les nombres complexes.
Rappels

une écriture trigonométrique du complexe non nul z est z=r(cos8+isin®) ot r=|z| et
6=arg(z) [2n]

Si M est I’'image de z dans le plan complexe alors, par définition, 3 5%
3n/4

fo -t ==

M(z) r=OM
|0 = (6,0M) [2x]

¢ Nous supposerons tout d’abord que le complexe non nul z est
donné sous la forme algébrique z =a+ib avec a et b réels.

Voici quelques exemples ou la recherche d’une écriture trigonométrique de z
peut étre facilitée par :

- des considérations geométriques simples ;
- une factorisation évidente ;
- [’écriture préalablede z ou -z ;
- l'utilisation de relations trigonométriques simples que l’on peut retrouver a
[’aide du cercle trigonométrique.
Dans d’autres cas, le recours aux relations entre la forme algébrique et les formes
trigonométriques est inévitable.
Quelle que soit la méthode utilisée, la connaissance parfaite du cercle trigonométrique
et des valeurs remarquables du sinus et du cosinus est un prérequis indispensable.
¢ Nous envisagerons ensuite le cas ot le complexe donné est écrit a [’aide
des opérations élémentaires (produit, inverse, quotient ou puissance).
¢ Enfin nous étudierons un exemple ou [ utilisation de formules trigonométriques
p Classiques permet d’aboutir rapidement.
z A)_Des considérations géométrigues simples.
Exemple 1
1

Soit les complexes 1+i ; gi 725 -1 -=i

Il est facile de placer dans le plan complexe les images de ces nombres.

B(%i)

% Www.guessmaths.co E-mail : abdelaliguessouma@gmail.com whatsapp : 0604488896


http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

Le complexe 1+i a pour image le point A.
|1+ i| =0A=42 (diagonale d’un carré de coté 1).

arg(1+i)= (ﬁ ;O—A) = %[2%] ((OA) est bissectrice de (G;V )).

Donc 1+i=+/2 cosE isinzj.
. f( T iisin

Le complexe %i a pour image le point B.
B.‘:OBzg etarg(%ijs(u;cﬁ)sg[h].
3. 3 T .. T
Donc—i=—|cos—-+isin— |.
2 2 2 2
Le complexe 2 a pour image le point C.
|2|l=0C=2 etarg(Z)E(U;CYf)EO[Zn].

Donc2 =2(cosO+isin0).
Le complexe —1 a pour image le point D.

|-1]=0D =1 etarg(-1)= (U;O—Ij) =n[2n] .
Donc—1=cosn+isinm.

Le complexe —%i a pour image le point E.
:% etarg(—%i) = (4;0F) = —g (mod 2m).

Donc —%i = %[cos(— g) +isin(- g)] :

B) Des factorisations évidentes faisant apparaitre des valeurs
associées connues du cosinus et du sinus.

Exemple 2
1-iy3
4

1 V3 1 3

L 1 . 3 . R -
En écrivant z = E[ §+| (—7) ] on fait apparaitre les valeurs associées > et—T, valeurs

Soit le complexe z =

. . . . 1 ..
remarquables du cosinus et du sinus. Il vient alors facilement : z = E[cos(—%) +1 sm(—%)]

(Voir plus haut le cercle trigo).
Exemple 3

Soit le complexe z = -\/E- i\/E
2 2 5

Comme dans [’exemple précédent -z = 2[(— 72) +i(- 72)] = Z(COST” +1i sin 57”)
(Voir plus haut le cercle trigo).

C)_Ecriture préalable du conjugué ou de I’opposé.

Exemple 4

. 1 T, . T
Soit le complexe z=—(cos—-1i sin—
p 3( 3 8)
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ATTENTION ! Cette écriture de z ressemble fort & une écriture trigonométrique.
Mais elle n’en n’est pas une a cause du signe (-) au milieu de la parenthese.
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-_1 . A . o -
Par contre z = —(COS% +1sin gj est une écriture trigonomeétrique dez .

Or nous savons que z et z ont méme module et des arguments opposés.

Alors on déduit : z= 1

Exemple 5

Soit le complexe z = —2(cos$ + isin%j

RS
%,

I T .. T . L.
L’écriture —7 = 2[cos—+ isin 7] est une forme trigonomeétrique de—z .

Or nous savons que z et —z ont méme module et des arguments qui different der .

YN YN T T T T T T Y
R PRRC ERR RRRL R R RRRC PRRC AR RRRCORRRC RRRCORRRC MR RRRCORRRC RRRCORRRCORRCORERC RRRC RRRCORRRLORRCOBERC RRRCORRRC MR OBRRC BER RRR PR
DU PRER, MERRL PRER MEAR, PRRD, PRERL PRER, MER, MERR MPARL PRERL PRER, MRRN, MERR MPAR, PRER, PRER MRRRL AR AR, PRER,PRER MRRR AR PAR, PRER, PR, MERE AR AR, PRAR,

Alors on deéduit : z= 2| cos §+7£ +isin $+7z == cos%ﬂsin% (voir ci-dessus).
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D)_Utilisation du cercle trigonométrigue.
Dans ce paragraphe « désigne un réel quelconque donné.

X,
o

Y

NN
A SRR RRRL RN MR AR RRRL RRRL RRRC RRRL MARC MR AR SRR AR HRR
A0 MR L, EAR, RERL AR MEER L PR, AR, RAR, SRR, RARL CEERL MEERL CERR, CEAR, RAR, CRAR, RARL PEARL PRER, PEAR, PRAR, PRAL, PRAR, RARL PEARL PEAR, PEAR, PRAL, PRAL, PRAR, RARL PRAR, PRAR

Exemple 6
Soit le complexe  z = 3(sina + icosc)

sina + icosa‘ — \Jsin?a + cos?a =+[1 =1 donc il existe un réel @ tel que cosd =sina et
sind = cosc .
Voici une méthode graphique qui permet de retrouver les relations entre les

. . . , T T
images par les fonctions sin et cos des réel « , -« , E—a , §+a LT, T+ A ...

&zﬁ et @2\7

Sob Bob oBob bR B A B A B OB K BN N
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Plagons sur le cercle trigonométrique un point M représentant un réel « quelconque.
Tragons (en bleu sur la figure) OC = cosa et OS = sina.

Nous cherchons un réel 6 tel que coséd =sina donc cosd =0OS et tel que

sin@ = cosar doncsing = OC .

Tragons alors OC'=0S et OS'=0C . Les points C’ et S’ sont alors les projetés
orthogonaux du point M’ image du réel 6 cherché.

1l apparait clairement, par construction, que les points M et M’ sont symétriques

par rapport a la premiere bissectrice des axes. Donc si a est une mesure de [’angle

(OA,OM), alors %— o est une mesure de /’angle(OA,OM").

Onadonc sina = COS(E —a) et cosa = sm(E —a). D o une forme trigonométrique

du complexe donné : z = 3[(cos(% —a)+i sin(% -a)l.

Exemple 7
Soit le complexe z = 5(—sin a+i cos «)

|-sina +i cosa| = \/(-sina)? + cos?a =1 =1 donc il existe un réel 6 tel que
cosd =—sina et sind =cosa.

Comme dans [’exemple précédent plagcons les points M (), C et S.
Nous cherchons ici un réel 6 tel que cos@ =-sina donc cosd =—- OS
et sind =cosa donc.

Tragons alors OC'=—-0S et OS'=0C . Les points C’ et S’ sont alors les projetés
orthogonaux du point M’ image du réel 6 cherché.
1l apparait clairement, par construction, que les droites (OM) et (OM’) sont

perpendiculaires. Donc si a est une mesure de /’angle(OA,OM), alors « +% est une

mesure de /’angle(OA,OM").

Onadonc -sina = cos(a + E) etcosa = sin(a + E) D’ou une forme trigonométrique

du complexe donné : z = 5[(cos(a + %) +isin(a + %)].

Exemple 8
Soit le complexe z =-2(cos a —i sin «)

On obtient une écriture équivalente de z en changeant le signe des deux facteurs :
z=2(—cosa+isina).
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A l'aide de la méthode précédente (mais on dozt pouvozr se passer mamtenant
de tracer la figure ci-dessous), on trouve : —cosa = cos(zr —«) et sina =sin(zr —a)

M
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S,

M
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B(n/2)
A

b
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+ M(ax)

_A(0)
Cl X

D ot une écriture trigonométrique du complexe donné : z = 2[(cos(rz — a) +isin(z — a)].

E)_Utilisation des relations entre la forme algébrique et les formes
trigonomeétrigues.

Exemple 9

Soit le complexe z = 2 2i
3

RS
%,

Calculons le module r et un argument & de z.

-2

B3 -2 3 1 2 6 -3 3
cosf=—"—=— —— =—_ etsind = = = = -
43 B 43 2 43 43 23 2
3 3

YN YN T T T T T T Y
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A SRR RRRL RN MR AR RRRL RRRL RRRC RRRL MARC MR AR SRR AR HRR
A0 MR L, EAR, RERL AR MEER L PR, AR, RAR, SRR, RARL CEERL MEERL CERR, CEAR, RAR, CRAR, RARL PEARL PRER, PEAR, PRAR, PRAL, PRAR, RARL PEARL PEAR, PEAR, PRAL, PRAL, PRAR, RARL PRAR, PRAR

D’ou6 = 4?7[ (mod 27). Alors une forme trigonométrique de z est

Z= 4\/_(COS?+IS n4—”)

Exemple 10
Soit le complexe z=4-3i

Calculons le module r et un argument 6 de z.
r=42 +(-3)2 =25 =5.

cosf = 4 et sind = —%. D’on 6 =-37 degrés (valeur approchée).

Sob Bob oBob bR B A B A B OB K BN N

Alors z =5 [cos(- 37°) +i sin(-37°)].

F)_Utilisation des opérations élémentaires.
Exemple 11
Soit le complexe  z = (-1+i)(N3 - )
- une impasse : on serait tenté de développer le produit (—1+i)(v/3 —i)
pour obtenirz=1- \/§ +i(l+ \/§). Les relations générales donnent alors :
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Z| = (1 \/ ) + (1 ++/3 )2 J8 2\/ puis, en notant & un argument de z, 4

Pres

1-V8_Z2-\6 . .. 143 _2+46
= et sind = =
2\2 4 2\2 4
pas considérées comme « remarquables », il est impossible de trouver une valeur exacte deé .
- la bonne voie : considérons z comme le produit des complexes

=-1+i etz =J3-i. On a d’apres le cours

cosf = . Ces valeurs n’étant

2| =|z,z,| =|z,| |2,| et arg(z,z,) = arg(z,) + arg(z,) (mod 27).
On détermine facilement (voir plus haut) les écritures trigo suivantes :

«/_(cos—+|sm—) et 22_2[\/_+( )] = 2[cos(——)+|sm(——)]

Alors |z]=2v2 et arg(z)= (——) = Z; (mod 27).
Doncz = 2\/_(cosz—2 +|sm—)
- remarque : en identifiant [’écriture algébrique de z et I’écriture trigo

Tr T
de z donnée ci-dessus, on obtient les valeurs exactes de cosE et sin— :

12
7B 2

Exemple 12

6i
Appliquons les propriétés du module et des arguments d’un complexe non nul -

o [,
6i | 6i 6i[*

«/—+«/—

@,ﬂ“

Soit le complexe z = L

2| =

arg(z)=4arg————— 4[ar'g(x/§+i\/§) —arg(6i)] (mod 27).

or J2+i2-= 2(\/— \/—) 2(cos4+|sm ) et 6i=6(cosg+isin%).

2* (1 4 1
Donc |z|—6—4—(§j =31 et arg(z)= 4(———) 7—-2r=-r (mod2r).
1

Alors z= —[cos(—z) +isin(-r)] = R

G)_Utilisation de formules trigonometrigues.
Exemple 13
Soit le complexe z=1+cosa +i sina, ae [O;Zﬂ[—{ﬂ}

1+c05a=2c052% et sina:ZSin%cos%.D’oa:
200 ., .. A a a a . ..«

Z=2c08"—+i2sin—cos— =2cos—(cos— +i sin—).
2 2 2 2( 2 2)

-Si ae [0;#] alors %e [O;%[ etcos%>0.
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Une forme trigonométrique de z est bien :z = ZCOS%(COS% + isin%).

-Si ae ]z 2x[ alors %e ]%,'72’[ et cos%<O.Dansce cas

[’écriture —z = -2 cos%(cos% +1 sin%) est une forme trigonométrique de—z .
Or |z|=|-z| et arg(z)=arg(-z)+z (mod 27). D oii une forme

trigonométrique de zest : z =-2 cos%[cos(% + )+ isin(% +7)].
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