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Cours : Les notions de Logiques 1ére Bac SM

I- La proposition- fonction propositionnelle
1- La Proposition:
Définition : n°1

On appelle proposition une phrase non ambigué a laquelle on peut donner une valetr de
vérité Vraie V ou Fausse F.

Remarques

Soit P une assertion, on affecte a P la table de vérité suivante :

Vraie Vou
Fausse FouO

>

- Exemples
xemple : n°1

m
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o e P “L’addition de deux entiers naturels consécutifs est un'nombre impair” est
une proposition vraie on 'attribue V.
@ P:“143<-2" est une proposition fausse on "attribue F.

N

- Fonction propositionnelle
éfinition : n°2

O

Une fonction propositionnelle est une ‘ghrase mathématique dépendant d’une ou de
plusieurs variables appartenanta un ensemble E, elle peut devenir une assertion si on
substitue cette ou ces variables pandes éléments de E.

selon le nombre de variable uné fonction propositionnelle peut prendre les notations
s

uivantes : P(x;y) ; Q(X);REY;2);

vr)

- Exemples
xemple : n°2

m

[
o

(x):"%€Z ,x+3=0" est une fonction propositionnelle et P(0) est une proposition
vraie, P(—6) est fausse.

#Q(a;b):"a’ +b*=4" , tel que (a;b) e IR? est une fonction propositionnelle, P(1;0) est
une assertion fausse et P(0;2) est une assertion vraie.

| - Les quantificateurs
éfinition : n°3

O

Soit P(X) une fonction propositionnelle d’une variable x appartenant a un ensemble non

vide E. A partir de la fonction propositionnelle: (x€E):P(x)(xEE):P(x), on définit les
propositions suivantes:
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0 "(3xe E):P(x)" cette proposition est vraie si est seulement si il existe au moins un
élément x de E qui vérifie P(X) .

0 le symbole 3 est appelé le quantificateur existentiel et on le lit ” il existe au moins “.

0 "(Vx e E):P(x)"Cette proposition est vraie si est seulement si tout élément x de E vérifi

P(x).
¢ le symbole Vest appelé le quantificateur universelle et on le lit” pour tout élément “,
” Quel que soit “.

C - Exemples
emple: n°3

On considere les propositions suivantes:
1. (B):"V¥xe IR,2x+1=0", est Fausse (Si X=0 alors2x0+1=0 est fausse).

2. (R):"3xe IR,2x+1=0", est Vraie (Si x:—%alorSZx—%+1:0 est vraie).

< K0 0K XK 20 50X 3K 0K 50X XK 0 50X XK K 50 50K 3K 30 50K 3K 0 50X XK 50X 0K K 30 50K 3K 0 50X K>

1
3. (R):"(3xeZ ),2x+1=0", est Fausse (si il existe X, vérifiant 2X, +1=0 alors X, ==3
1
or _E ¢ Z donc P, est fausse).
4. (B):"(vxe IR)(Vy e R);x+y=1", est Fausse (si X=1 et y=2 alors 2+1=1est fausse).
5. (R):"(vxe IR)(3y € R); x+y=1", est Vraie (si X IR etsionprend y=1-X

alors X+ (1—x) =1 est Vraie).
6. (P):"3(x;y) € IR*x+y=1", est Vraie (si X=0 ety=1alors 0+1=1est Vraie).

.t 1_.. . . 1 - .
7. (R):"(Vae IR");a+=>2", estVraie (si Xe IR™ ona:a+—2>2équivauta::
a a

a’—2a+1>0 alors (a—l)2 >0 est Vraie).

504500508 5050 x50 5050 50 50 501 10 S x40 5050850 50500 508 50 50 50K 50 50508508 508508 508 50 50500508 50508508 50 50050850 50 508508 50 508 50 50 50 50K 50

< Remarques

<4 Si une proposition contient des quantificateurs de méme nature alors I'ordre des quantificateurs

Qoses
G0e0e00udeegudie 3o ud3e 030 08008 08ed080000Sudied e udiodadieds

g n'est pas important.

g ¢~ Si une proposition contient des quantificateurs différents alors I'ordre des quantificateurs est tres
<< important. XX
X X
X X
11l- Les opérations sur les propositions )
2 1- négation d’une assertion )
*  Définition: n°4 _ g
E Soit P une assertion, on définit sa négation notée P ou non(P) ou encore P a partir de sa table E
% de vérité: _ %
% P P %
XX \Y F XX
% : v %
g Remarques g
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¢ La négation de la proposition "(Wx € E); P(x)" est la proposition"(3x € E); 7P (x)" .
¢ Pour montrer que la proposition "(VX € E); P(X)" est vraie on montre que sa négation
"(Ix e E); 7P (X)" est fausse.

OS2 XK 50K 0K XK

D - Exemples

- Exemple : n°4

: ¢ La négation de la proposition Q:"(VX € E); P(X)"est la propositionQ :"(Ix € E); 7P (x)".
< ¢ La négation de la proposition R:"(Vx e IR)(3y € IR); x+y <0" est la proposition

: R:"(3xe R)(Vye IR);x+y>0".

K RK 0K 20K 50K 50 50K 50 50 50K 0 50K 50X 20K 50K 50 50K 50X 3K 50K >

’ n 2. 1 1 1 *1n .
&4 Pour montrer que P:"(V(n;m)eIN";—+ ——+---+ € IN™" est vraie on montre que sa
3 n n+1 n+m %
< négation P est fausse. %
< <
% n 2. 1 1 1 * 1 %
% OnalanégationdePest: P:"(3(N;m) e IN: =+ ——+... 4 g IN"™™: &
3 n n+l n+m %
1 1 11
< Sion prend: N=1et m=2 alors: -+ — ¢ IN"" d'ou la négation de P est vraie, on’
5 1+1 1+2 16 )
% en déduit que P est fausse. 5
¢ 2- La disjonction de deux propositions g
< s oge <
&  Définition : n°5 &
X XX
g La disjonction de deux propositions P et.Q est une proposition notée PouQ ou g
g P v Q qui est fausse seulement si les deux propositions sont fausses : g
e Pv e
; GV ;
£ F F F 9
% v F v X
) F v v o)
%E Exemples %
. Exemple : n°5 %
g « "(reR)ou (\/1_6: 2)" est une proposition vraie. g
§ . "(5 = 4) ou (5 > 4)" est une proposition vraie %
g "(\/2+3 :\/§+\/§)ou ((—3)2 :—9) est une proposition fausse. g
X X
2 Remarques )
X XX
g (PvQ)=(Qv P) ladisjonction est commutative. g
g (Pv(QVvR)=(QvP)VvR ladisjonction est associative. g
X XX
2 3- La jonction de deux propositions )
% Définition : n°6 %
% La jonction de deux propositions P et Q est une proposition notée PetQ ou PAQ %
g qui est vraie seulement si les deux propositions sont vraies : g
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P Q PAQ
v v v
F F F
v F F
F v F

F - Exemples
Exemple : n°6

e "(relR) et (\/\/1_6 = 2)" est une proposition vraie.

. "(5 = 4)et(5 > 4)" est une proposition fausse

Remarques

o (PAQ)=(QAP) lajonction est commutative.
e (PAMQAR))=(QAP)AR lajonction est associative.

4- L'implication

Définition : n°7
A partir de deux propositions P et Q on définit la propositioh ~PouQ qui est fausse dans le
cas ou P est vraie et Q est fausse. La proposition Q ouT Ptest appelé I'implication de P et Q

onécrit: P=Q etonlit:” Pimplique Q”.

P Q P=Q
\') \'/ \'/
F F Y
v F i
F \"/ \'/
G - Exemples
Exemple : n°7

. (7eQ)=(16= 4) est une implication Vraie.

. \/5 ceQ=> (3 > 4) est une proposition Vraie.

« (IA+1B=0)=1 estle milieu du segment [AB] est une proposition Vraie.
. 3gIN> (3< 0) est une proposition Fausse.

P

emarques

L'implication (P = Q) est équivalent a la proposition: “PouQ .
L'implication (P = Q)et (Q = P) n'ont pas les mémes valeurs de vérités.

L'implication (P = Q)et (Q = P) ont les mémes valeurs de vérités.
- Conditions nécessaires et suffisantes

%))

On considere les propositions suivantes :
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P : (ABCD est un carré) et Q : (ABCD est un parallélogramme) X
. (P = Q) est une implication vraie.

¢ Pour que Q soit vraie il suffit que P soit vraie (Condition suffisante). Des que I'on sait que ABCD :
est un carré, on sait que ABCD est un parallélogramme.

000000000‘0‘000‘0‘0‘0

% 4 Pour que P soit vraie il faut que Q soit vraie (Condition nécessaire). Pour que ABCD soit un carré,
¥ nécessairement ABCD doit étre d'abord un parallélogramme mais cette condition n’est pas
< suffisante pour déduire que ABCD est un carré alors il faut une autre condition.

6- L’équivalence de deux propositions

Définition : n°8

>

A partir de deux propositions P et Q on peut définir "(P = Q et Q = P)" qui est donc
vraie seulement dans le cas ou P et Q ont les mémes valeurs de vérité.

La proposition "(P=Q et Q= P)"est appelé I'equivalence de P«t'Qcn écrit: (P < Q)
etonlit:” P équivauta Q".

P Q PoQ
\"/ A" Vv
F F V
Vv F F
F Y F
H- Exemples
Exemple : n°8

@ La proposition (| \/§ —1|:1— \/§ = ﬁ = —\/E —1] est Fausse.
2
@ La proposition (1+ (\/E) =3 21=3% 7) est Vraie

@ La proposition U\/_ 1‘ \/_ lo—— \/_ —\/_] est Fausse

@ La proposition ((Ela eZ )/2a—1—0<:> 2est un nombre impair) est Vraie

Remarques

% @ P<Qet Q<> Pontles mémes valeurs de vérité, on dit que I'équivalence est commutative.

10dS050d50050050050050850850850850850350350350350d50dS0505050050050050050850850450450350350050350350350850808050500508508508508504505

XX
XX
g ® PoS(QeR) et (P=Q)< R ontles mémes valeurs de vérité, on dit que I'équivalence
g est associative.
XX
%O Si P& Q et Q<> R alors P <> R, on dit que I'équivalence est Transitive.
XX
g I- Exemples
g Exemple : n°9
X ) 2 1 2

montrons que : | V(X;y) € IR X— 1< <:> <—<—.
% ( (x:) ) | | 5 x+1 3
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Soit (X;y) € IR® ,ona: |x—1|<£<:>—1<x—1<1
2 2 2

<:>2—1<x+1<2+1

2 2

3 5
S —<X+1<—

2 2

2 1 2
oS —<——<

5 x+1 3

IV- Les lois logiques

Définition : n°9

P est une proposition composé de plusieurs propositions Q;;Q,;-- Q. -

La proposition P est une loi logique si elle Vraie pour n‘importe quelle valeur de véritéde Ql;Qz;' R Qn .

L

- Exemples

Exemple : n°10

A I'aide de la table suivante :

P (P/\Q) (Q/\P)

o=|o=|O

P A —
0 0 1
1 0 1
1 1 1
0 1 1

=2 ajo|j0 >

On dit que : (P A Q) = (Q A P) estune loilogique. De la méme maniére on peut montrer que les propositions

suivantes sont des lois logiques :

+(PAQ)<=(QAP) +(PAQ)=>P
<>(P:>(QVR))<:>((P/\6):>R) <>(P/\(Q/\R))<:>((P/\Q)/\R)
+(P=Q)=(PvQ) +(P=Q)e((P=Q)A(Q=P))
Remarque

Les lois logiques sont tres utilisées comme raisonnement pour Démontrer qu’'une proposition est
vraie.

1- Loi de Morgan:( la négation d'une jonction-disjonction)
Propriété n°

P et Q sont deux propositions.

Les propositions suivantes sont des lois logiques:

. (PvQ)=(PAQ) . (FrQ)=(PvQ)

©
:
:
-

K- Exemples
Exemple : n°11
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<< Déterminons la négation de : (P = Q)
: (P:>Q)<:>(P\/Q)
=PAQ
S PA 6
d’'ou la négation de la proposition (P :>Q)est la proposition: P /\6

@)
S
)

2- Loide contrapose (Raisonnement par contraposé€)
-

%

P et Q sont deux propositions, la proposition suivante est une loi logique : (P = Q) & (6 = ﬁ)

L- Exemples
Exemple : n°12
1 a-b
a et b sont deux nombres réels non opposés, Montrons que : d # —~b=> —b #43N
act
a—=b 1
Pour cela on utilise la méthode de contraposée cela revient a démontrergue =-3=a=—-b
a+h 2
a—b
Ona: =—3:>a—b=—3><(a+b)
a+b
—a-b=-3a-3b
—a+3a=b-3b
= 4a=-2b
1
—a=—=Db
2
a-b a-b
dott: —=-3= a:——b par suite : a¢——b:>— -3
a+b 2 2 a+b

3- Loi de I'absurde: (Raisonnement par |'absurde)

P et Q sont deux propasitions, f& proposition suivante est une loi logique (P = Q)et (P = P)) = P

emarques

}j
5050500 50 56 50 56 50 560 50 56 50 56 0 56 50 56 10 560 50 56 50 50 50 56 50 50 50 6 50 60 50 50 50 560 50 6 50 5 50 56 50 5 50 S 50 56 50 56 50 56 50 5 50 5 50 5 50 5 50 5 50

Pour montrer qu'une proposition est vraie on montre que sa négation est fausse. (Une proposition
ne peut pas étre a la fois vraie et fausse)

- Exemples
emple:n°13

=

ontrons que : \/5 ¢ () est une proposition vraie.

<

sa négation est forcément fausse, si on suppose que sa négation est vraie alors :

J2e Q= (Elp eZ etdq e IN*) N2 = E tel que: p et g sont premiers entre eux
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2

p
32:?
= p* =29’

Puisque g e IN"alors p2 est un nombre pair d'ou p est un nombre pair, d'apres I'arithmétique
dans IN(c'estadire p=2k/keZ).

2 2

. p* 2_(Zk)

q > =q I
=g’ =2k’

KKK 0K 0K 0K 0K 0K 0K 0K 0K 0K 50K 50K 50K 50K 50K 50K 50K 0K 0K

=g’ =2k'/(K'=k’eZ )

F s 2 . o .
< d'ou °est un nombre pair, on en déduit que : g est un nombre pair.

K 20K 20K 50K 0 50K 50 0K 50K 0 50K 50 20K 50K 0 50K 50 0K 50K < 50K 0 50K

¥ Par conséquent, il est possible de simplifier la fraction par 2, ce qui contredit I'nypothése que p et q
¥ sont premiers entre eux.

¢ Puisque I’hypothése\/i € @ conduit a une contradiction, on en déduit qu'elle est fausse donc :
V2¢Q

<P

<P

< 4- Raisonnement par disjonction des cas :

4 Propriété n°4

< P et Q sont deux propositions, la proposition suivante ést.une loi logique

L (P=R)et (Q=R))=((PouQ)=R)

N- Exemples
Exemple:n°14
Résolvons I'équation suivante :| X —1|+| X+2]=3

Pour cela on utilise le tableau de signe :

X —00 —2 1 +00
x—1 —X+1 —X+1 D X—1
X+2 —X=2 ( X+2 X+2
| X—1+x+2[=3 | w2x=1=3 3=3 2x+1=3

alors d'apres le tableau, on va résoudre I'équation sur les intervalles :
I

<P
<P
<P
<P
<P
<P
<P
<P
<P
<P
<P
<P
<
XX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
g
L= ]—oo;—Z] puis |, = [—2;1] etsur |, = [1; +oo[ on note S; I'ensemble des solutions de I’équationg

sur les intervalles |, ou i 6{1;2;3}

® Casou: Xel,
Xe$, & -2x-1=3

& -2x=4

S X=-2
Puisque —2 € I, alors S, ={-2}

® Casou: xel,

XxeS,<3=3
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alors S, = IRN1, dou S,=[-21] :

® Casou: Xel,

XeS; < 2x+1=3
& 2Xx=2
< x=1
uisque 1e I, alors S; ={1}

- O

es solutions de cette équation sont: S=S,US, US, donc S =[-2;1] . Dans ce cas on a utilisé |

raisonnement par disjonction des cas pour résoudre I'équation.

Montrer que : (Vne IN);@ € IN

KKK KK 0K 0K 0K 0K 0K 0K 50K 50K 50K 50K 50K 50K 50K 50K 0K 50K 50K 50K 50K 50K 50K 0K 50K 50K

< 5- Raisonnement par récurrence
8 Propriété n’s
: P(n) est une fonction proportionnelle de variablen < IN .
[ (3n, € IN); P(n,) est Vraie
(Vn=n,);P(n) = P(n+1) est Vraie
alors: (Vn=n,); P(n) = P(n +1)est une proposition Vraie.

emple:n°15

O- Exemples
Montrons que: (VneIN) ; (a+1)">1+an .

® Pour n=1 la proposition (a+1)' >1+axlest vraie ol a est un réel positif.

® soit N€IN Onsuppose que: (a+1)" =1+ anest vraie et on montre que :
(a+1)" >1+ a(n +1) est vraie.

Ona: (a+1)">1+an=(a+(a+1)">(a+1)(1+an)

n+l

= (a+)">a+a’n+1+an
= (@a+)"™ =1+a(n+1)+a’n
Commea’n >0 alors (@ +1)"" >1+ a(n +1)
uisque P(n+1) est vraie alors P(N)est vraie pour tout N € IN, par conséquent :

)
(VnelIN) ; (a+1)">1+an
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