COURS « DENOMBREMENT ET PROBABILITES »

2éme Bac Sc.Exp

& Notion d’ensemble
. Définition
¥% « Un ensemble est une collection d’objets appelés éléments.

5! Ensemble des résultats possibles d'un lancé de dé : {1;2;3,4;5;6} .
» F est une partie (ou est inclus, ou est un sous-ensemble) de E si tous les éléments de F sont aussi des

7

g éléments de E . Celasenote F c E .
Wi » On note & |’ensemble vide : | 'ensemble qui ne contient aucun élément.
Z8 Dans la suite A et B seront trois sous-ensembles d 'un ensemble de E .

& Notion d’ensemble : ’union

§. Définition

§%: L ensemble de tous les éléments qui appartiennent & A ou B ou aux deux est'appelé union de AetB , noté
AUB. AUB={xeE| xe AouxeB}

AUB

Notion d’ensemble : lintersection
4 Definition
L’ensemble de tous les éléments qui_appartiennent a la fois a A et a B est appelé intersection de A et B noté

AmB={XeE| XeAetXeB}
AnB

# Notion d’ensemble : la différence
g Définition
L’ensemble de tous les éléments de A qui n’appartiennent pas a B est appelé différence de AetB, noté

A-B ouA\B . A\B={xeE| xe Aet x¢ B}
4\B
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Deux ensembles A et B sont disjoints ou incompatibles s’ils n’ont aucun élément en commun. ANB =
ANB=&

90

& Notion d’ensemble : le complémentaire
@ Définition
¥ L ensemble de tous les éléments de E qui n’appartiennent pas a A est le complémentaire de Asdans E noté

A, ou CEA alors AnA=et AUA=E. A={xcE| xg A}

A =
o A
ﬁ/ E
/
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Notion d’ensemble : le produit cartésien

N T S T Y Y S T e T T T T T T T T T T N S T T T TS VN TS W VYRS VGENW

Définition

poes
44
4
44
4
44
4
44
4
44
4
44
4
44
4
4
4

12,

4
4

& L 'ensemble de tous les couples d’un élément A& E, et d’un élément de E, est appelé produit cartésien de E,
sGetE,, note E xE,
¥ Exemple

Y

A0 MR L, EAR, RERL AR MEER L PR, AR, RAR, SRR, RARL CEERL MEERL CERR, CEAR, RAR, CRAR, RARL PEARL PRER, PEAR, PRAR, PRAL, PRAR, RARL PEARL PEAR, PEAR, PRAL, PRAL, PRAR, RARL PRAR, PRAR

¥ Attention car E, xE, # E, xE commeon peut /e voir dans l’exemple suivant :

(2] (34} ={(13),(14).(23). (2 4))€t {314 x (1.2} = {(311).(3:2). (41).(4:2)}.

gl Dénombrement
¥ Définition
¥ Le nombre d éléments'd 'un ensemble E est appelé cardinal de E , noté Card ( ) :

# Exemple

Sob Bob oBob bR B A B A B OB K BN N

Si A=11;2;3;a;b;c} alorsCard (A)=6.
gl Dénombrement : Formules générales
¥ Proposition

Soient E, et E, deux ensembles finis.
i Card(E, UE,) =Card (E,)+Card (E, )-Card (E,NE,)
¥ Card (E, xE,) = Card (E, ) xCard (E,)
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s Denombrement : Principe fondamental
* Proposition

¢ Supposons qu'il faille réaliser deux expériences. Si ’expérience 1 peut produire ['un quelcongue de m
s résultats et si, pour chacun d’entre eux, il y a n résultats possibles pour [’expérience 2, alors il existe mxn
?résultats pour les deux expériences prises ensemble.

V% Ce principe se généralise facilement & plusieurs expériences.
i Exercice

s Une petite communauté se compose de dix hommes et de leurs fils, chaque homme ayant troisfils. Siwun
i homme et ['un de ses fils doivent étre désignés "pére et fils exemplaires”, combien y a-t-il de.choix
| différents possibles ?

' Dénombrement : probléme de placement
: Problematique

j On souhaite répondre a la question suivante : combien y a-t-il de fagons de censtruire un ensemble de p
gl éléments pris dans un ensemble de n éléments
W Ce nombre est différent selon que I'on autorise ou non les répétitions (prendre plusieurs fois le méme
¢élement) et que l’on tienne compte ou pas de l’ordre des élements.

# |1 y a quatre possibilités classiques et un cas particulier.

'Dénombrement : les p-listes
Nombre de tirages avec remise et avec ordre

Dans une urne a n boules, on tire p boules avec remise‘et avec ordre.
Le nombre de tirages différents est alorsn® .

&9 Nombre de tirages sans remise et avec.ordre

5 Soient E un ensemble fini & Aivéléments et p un entier vérifiant0< p<n.

Dans une urne a niboules; on tire p boules sans remise et avec ordre.
n!

* Le nombre detirages différents est : A" =n(n-1)..(n—p+1) =

§% Exercice
P Avecdes lettres A, B et C, combien y-a-t-il de fagons de former des paires de lettres distinctes ?
£ Nombre de tirages sans remise et sans ordre

i Soient E un ensemble fini a n éléments et p un entier vérifiant0< p<n.
Dans une urne a n boules, on tire p boules sans remise et sans ordre.

i": n!

y. Le nombre de tirages différentsest : C! = —_—
p! p!(n—p)!

§” Exercice

Un étudiant doit répondre a 7 des 10 questions d 'un examen. De combien de manieres peut-il répondre ?
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¥ Proprietes
£.Co=Cl=letCP=0sip>n .
#eC.=Cr'=n.

25 o Cnp — C:—P

gl Pour 0<p<n-1;CP=CP’ +C’.
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Triangle de PASCAL

ijﬁ Nombre de tirages avec remise et sans ordre

% » Dans une urne a n boules, on tire p boules avec remise et sans ordre.
¥ * Le nombre de tirages différents est : C_ ;.
3 Exercice

;: SoitE = {L‘ 2;3,4;5; 6} . Combien de couples distincts peut-on creer ?

¥ Les couples (1;2)et(2;1)sont identiques.

i Dénombrement : les permutations d’objets distinguables

J Proposition

jj Le nombre de permutations de n objets esthl= A" .

5 Exercice

2 De combien de manieres peut-on disposer 6 livres (distincts) sur une étageére ?

9 Dénombrement : les permutations d’objets partiellement distinguables

. Proposition

Al ya n!'nn,!-%=n ! permutations différentes de n objets parmi lesquels les n (13 1< r)sont
¥ indistinguables entre eux.

; Types de Répétitions

tirages d'éléments Dénombrement

Successifs Un élément peut Etre

: , i plistes
2 | Avec remise On fient compte |tiré plusieurs fois -

Successifs
. de l'ordre e ., | A7 arrangements
Avec remise Un élément n'est tiré | ™" 9

L'ordre

¥ | Simultanés . ,
n'intervient pas

qu'une seule fois C¥ combinatoires
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s Exercice

» Parmi les 10 participants a un tournoi d’échec, on compte 4 Frangais, 3 Américains, 2 Anglais et un

: Marocain. Si dans le classement du tournoi on ne peut lire que la liste des nationalités des joueurs mais pas |
i leur identité, a combien de classements individuels différents une telle liste correspond-elle ?

Avec ordre
Avec répétition nP

Sans répétition AP

% Probabilités :
JVocabulaire Définitions
Expérience aléatoire : expérience donnant un résultat que I’on ne peut prévoir a l’avance.

: Par exemple, lancer un dé.
i » Ensemble d’événements possibles ou ensemble fondamental () : ensemble de tous-es résultats possibles.

Dans I exemple, lancer un dé. IciQ ={1;2;3;4;5;6} .

)« Evénements élémentaires : sous-ensembles de Q contenant un seul résultat possible.

i Dans I’ exemple, lancer un dé. Ici les événements élémentaires sont donc {1}, {2} {3}, {4},{5} et {6} .
Evénement : sous-ensemble de Q.

& Dans I’ exemple, lancer un dé. Si E est [’événement “obtenir un résultat'pai¥”, alors E = {2; 4; 6} :

¥ Définitions

. Si Eestun événement, son complémentaire E est [’événement contrdire.

jDans I’ exemple, lancer un dé. Ici E= {1; 3 5} c’est-"a-dive “obtenir un résultat impair”.
Deux événements E,et E,sont incompatibles ou disjointsSiE, "E, = .

I’ exemple, lancer un dé. Par exemple “obtenirsuin'4 ou un 6 ” et “obtenir un résultat impair” sont
¥ deux événements incompatibles.

%3 Probabilités : concept genéral
¥ Définition
Une probabilité P sur un ensemble fondamental Q est une fonction qui "a tout événement E associe ses
“chances” de se réaliser P(E) et qui verifie les axiomes suivants :
« Axiome 1 : P(E)est un‘réel'compris entre 0 et1.
; Axiome 2 : Pour l’événement certain P (Q) =1. Pour I’événement impossible P(@) =0.
g% « Axiome 3 (Axiome d additivité) : Si E, et E, sont deux événements incompatibles (E, NE, =) alors
¥ P(E,UE,)<P(E,)+P(E,).

j Plus généralement si (E,)est une suite d’événements deux & deux incompatibles alors P (U E, j = Z P(E). :
441 i i

& probabilités

Propriétés
Proposition E, et E, sont deux événements quelconques :
§ .- P(E,UE,)=P(E,)+P(E,)-P(E,NE,)
P(E)=1-P(E).
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%5 Equiprobabilité P
43 A
Pt Wi
A 4
4
g Définition
4
4
W: On dit qu’ dans I d’équiprobabilité dl’ d. [Q / [
. On dit qu’on est dans le cas d’équiprobabilité quand [’espace fondamenta est fini et que tous les
v
; Card (E)

Wi cvénements élémentaires ont la méme probabilité. Alors pour tout événement E P(E) T(Q)
4 ar

§ Exemple
§% On lance deux fois un dé équilibré. Quelle est la probabilité d’obtenir une paire ?

Equiprobabilité : Exemple en considérant ’ordre
i 2 3 4 5
@) [ (12 | (13) | 4 | (05
@) [(22)] 23) [ 4 [ 25
G1) [ (62 G343
(4,1) | (4.2) | (43) | (4.4) | (4.5)
(.0) [ (52) | (53) | (54) | (5.5)
(6.1) [ (62) [ (63) [ (64) | (6.5)
Aj:‘ 6 1

P(E)_36_6

Equiprobabilité : Exemple sans considérer [’ordre

1 2 3 4 5 6
{LI} | {12} [ {13} | {14} | {15} | {16}
12,2} | {2,3} | {2.4} | {2,5} | {2.6}
(3,3} | {34} | {35} | {36}
{48} | {a5] | {46}
15,5} | {56}
{6,6}

)22
21 7
Indépendance
¥ Définition :
dit que deux événements Aret B sont indépendants lorsque :
P(ANB)=P(A)xP(B)"

¥: Remarque

Pour savoir si 2 événements sont indépendants, il faut calculer séparément P(Am B) et P(A)x P (B) .
P Puisdes comparer.

% Exemple

joue 2 fois au P ou F de maniére indépendante avec une piece équilibrée (tout événement relatif au
W premier lancé est indépendant d’un événement relatif au 2éme lancé). p
% Alorsona: P( "P"au ler lancé ET "P"au 2éme lancé )=P( "P"au ler lancé)xP("P"au 2éme lancé ) B
P 111 P

272 4

P www.quessmaths.co E-mail : abde/a//quessouma@qma// com whatsagg 0604488896 P


http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

' Non indépendance : exemple

» On lance un dé équilibré une fois et on note le chiffre de la face obtenue.
jSoient A= {le chiffre de la face obtenue est un multiple de 6} et B = {le chiffre de la face obtenue est pair |
! A et B sont-ils indépendants ?
jOn calcule séparément P(ANB)etP(A)xP(B).
: On obtient :
y P(Af‘\ B) =P (obtenir un multiple de 6 ET un nombre pair) P(A)X P(B) = P(obtenir un multiple de 6) X P(obtenir un nombre pair

= P(obtenir un 6) = P(obtenir 6)X P(obtenir 2,40u 6)

jAinsi P(ANB)#P(A)xP(B) ; donc A et B ne sont pas indépendants.
: Probabilités conditionnelles
j Definition
P(AmnB
¥5 * Probabilité conditionnelle de A sachant B : P(A|B) =P, (A)= (P(—B)) :
Conséquence : P(ANB)=P(A|B)xP(B)=P(B|A)xP(A).
'Exercice
Quelle est la probabilité d’obtenir un nombre inférieur a 4-ati cours du jet unique d’un dé sachant que le
resultat obtenu est impair ?
| Propriété
¥ Si A et B sont indépendants alors : P(AmB)=P(A)xP(B).
! Cest-"a-dire P(A| B) = P(A) et P( Bl A) = P(B) : la réalisation d’un événement n’affecte pas la
# réalisation du second.
g7 Propriété (Formule de Bayes)
P ( Al B) x P ( B)
P(A)

i P(A)=0alorsona"R(B|A)=
5 Definition

§% On dit qu 'une famille d’événements (A )iel forme une partition de ['univers Q lorsqu’ils sont disjoints

iel

(AINA) =D Vi jel et qu'ils recouvrent Q (UA :QJ .

Proposition (Formule des probabilités totales)

J Pour toute partition (A )._, et tout événement B, ona: P(B)=> P(BnA)=> P(B|A)xP(A).

iel iel
% Remarque
¥ En couplant la formule de Bayes et la formule des probabilités totales a la partition(B; I§) , on obtient une

version trés utile en pratique de la formule de Bayes suivante :
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s Propriété (Formule de Bayes reformulée)

P(A|B)xP(B)
P(A[B)xP(B)+P(A|B)xP(B)

i P(A)=0alorsona: P(B|A)=

j Exercice

JEn Europe occidentale, 5% des gargons et 0, 25% des filles naissent daltoniens. 51% des naissances
J¥; concernent des gargons.
¥ 1- Quelle est la proportion de garcons dans la population des bébés daltoniens ?

2- Quelle est la proportion d’enfants daltoniens ?

' Un coup de pouce . . .

'En Europe occidentale, parmi les gargons 5% sont daltoniens et parmi les filles 0, 25% naissent
i daltoniennes.

I Variables aléatoires
: Définition :
i= Une variable aléatoire X est une application définie sur un ensemble E_muni d,une probabilité P, a
glvaleursdansP . = X prend les valeurs x,, X,, ..., X, avec les probabilités ,p,, p,, ..., p, définies par :
%p =P(X=xi).
= L affectation des p;aux X permet de définir une nouvelle loi‘de probabilité. Cette loi notée P, , est appelee |
:loi de probabilite de X.

= Exercice :

¥z On lance trois fois de suite une piece de monnaie équilibrée. On gagne 20 DHS pour chaque résultat « pile §
» et on perd 10 DHS pour chaque resultat « faces.
§% 1°) Quel est [’ensemble E des issues possibles ?
Aéef Soit X ’application de E dans P quia chague issue, associe le gain correspondant.
%5 a) Quelles sont les valeurs prises parX ?
'b) Quelle est la probabilité de 1’événement « obtenir un gain de30 DHS » ?

3 On note cette probabilité P(X =301
On obtient une nouvelle loi de probabilité sur ’ensemble des gains E' = X (E) = {—30 :0:30 ;60 } ; nous la
§ nommons loi de probabilite de X :
; Gain x,
Probabilité
P(Xu=Xi)

CONDITIONNEMENT

a. Arbres pondérés Regles de construction La somme des probabilités des branches issues d'un méme noeud
est 1. Laprobabilité de I'événement correspondant a un trajet est le produit des probabilités des
 différentes branches composant ce trajet.

5 Exemple
§ On jette une piéce.
i= Si on obtient pile, on tire une boule dans l'urne P contenant 1 boule blanche et 2 boules noires.

&4 = Si on obtient face, on tire une boule dans I'urne F contenant 3 boules blanches et 2 boules noires. On peut §
I; représenter cette expérience par I'arbre pondéré ci-dessous :
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LOIS DE PROBABILITE

a) Loi de Bernoulli

% Définition -

:jiﬁ Une alternative est une épreuve a deux issues possibles :
W% = Le succes, noté 1, de probabilité p,

g = L échec, note 0, de probabiliteq=1-p .
¥4 Sa loi de probabilité est appelée loi de Bernoulli de parameétre p .

RS
Ry

RS
%,

§ Exemple :
§ Un de cubique est mal equilibré : la probabilité d obzenir b st de?. On appelle succes 1’événement «

§ obtenir 6 » et échec « obtenir un numéro différent de 6 »:

Wi Cette expérience qui ne comporte que deux issues stit uneloi’ de Bernoulli. Si On effectue cing fois cette
g experience. On est en présence d’un schéma de Bernoulli.

§ Théoréme :

R R R R R R R R R R R R R R R R R R R N K K
ER SRR RRRLORRRCORRRL RRRLORRRLERRL RRRL RRRN RRRGORRRL MG OBRRLOERRCORRRL RRRL RRRL RRRL RRRL BRRL RRRL ORRRL RRRL RRRC RRRL RRRG RRRL RRRC ORRRL RRRL RRR RRRL
PR, ARER, AEER, MEERL MEA, MR, PRRE, ARERL PEER, ARERL MERRL ARERL PRER, AR, ARRRL MEAR, ARER, MEAR, ARERL PRRR, FRER, MRER, AR, ARER, MEAR, ARER, PRAR, ARER, PRRR, AR, ARER, MEER, ARER, MERL,

NSNS SS
BB R B R B Ry B R
2,

b

N

By
Y

¥% Pour une loi de Bernoulli de paramétrep , I"espérance est p et I’écart type est«/ Ppq .
b) Loi Binomiale
¥ Définition :

Soit un schéma de Bernouilli constitué d’une suite de n épreuves.
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de succes obtenus, alors :

P(X =k)=Cyx p“x(1- p)”*k avec(0<k<n).

Exemple :

W, Dans [ ’exemple précédent, on appelle X la variable aléatoire comptant le nombre de succes a l’issue des 5
i lancés. Onobtient les probabilités suivantes :

1 0 1 5-0
P0=P(X=o)=c§x(_j x(l——j =0,4627.
7 7

P =0,3856 ; P,=0,1285 ; P,=0,0214 ; P, =0,0018 ; P, =0,0001.

Théoréme :

Pour une loi Binomiale de paramétres n et p, /’espérance est np et I'écart type est/npq .

Exercice :

¥ Un sac contient 20 jetons indiscernables au toucher. Six d’entre eux sont rouges et les autres sont bleus.
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:2°) On tire successivement 6 jetons un a un, avec remise.
a) Quelle est la probabilité P, d obtenir exactement trois jetons rouges ?

b) Quelle est la probabilité P, d obtenir exactement un jeton rouge ou un jeton bleu ?
c) Quelle est la probabilité P, d obtenir au moins quatre jetons rouges ?
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