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NI Les fonctions « limites ; continuité et Dérivation»
| guassmaths

Terminale S

2.1 Les limites d’une fonction

Définitions

N #Si lim f (x)={: présence d’une asymptote horizontale (d’équation y=_)a C, en

X—>to0

.1
Ij lim—=0 I|m——
X%iooxn x—>+oo,/

*Si lim f (x)= %00 présence d 'une branche parabolique ou d 'une asymptote oblique &
@ p

X—>*too

il C, en +woou —o,

Al lim x" =40 lim X" =+c0 si N est pair lim X" =—co si n est impair
X—>+00 X—>—00 X—>—00
bl lim +/x = +o0

X—>+00

n] *Cas particulier : lim f(x)—(ax+b )=0 ;| a droite d’équation y =ax+b est

X—>1o0o

@ asymptote oblique a C, en too.

Al « lim f (x) =00 : présence d'une asymptote verticale (x=a)a C,.

X—a

N|
@iﬂrzi

@ + Limite finie de la fonction en un réel a. lim f (x)=/(

N -

@ 2.2 Opérations sur les limites

@ Formes indéterminées

N
N
N
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= —00 | x—>a

E X—a )) >||m(f + g)(X)eSt indéterminée
)

lim( f (x)x g(x))est indéterminée

N limg(x)=0 |xa

)est indéterminée

m —]est indéterminée

g(x)

Limite d’une fonction polynome ou d’une fonction rationnelle

N| mf(X)zo}'La[f(x)

*Reégle 1 : en towo, la limite d 'une fonction polynome est égale a la limite de son terme
de plus haut degré.

[4(f () Al calf Al Al a(f A il () A Al cal

@ xRégle 2 : en oo, la limite d 'une fonction rationnelle (quotient de deux polynémes) est E
égale a la limite du quotient du terme de plus haut degré du numérateur par le terme de E
plus haut degré du déenominateur

Composé de deux fonctions

On note f, la composé de u suiviedev: f =vou

|
N| IXiLr;u(x):b

Alors limveu(x)=C

limv(x)=C|xa

x—b

@ Remarque :

@ Vérifier les domaines de définition. u, définie sur l’intervalle I et v définie sur l’intervalle
Al J tel que : (vXe I u(x)eJ)

@ 2.3 Propriétés des limites

@ Unicité Si f admet une limite en o, alors, cette limite est unique.
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@ Théoremes de comparaison

@ * Théoreme 1 : au voisinage de «

N| 1) Si f(x)>u(x) et limu(x)=-+o0, alors, lim f (x)=+o

X—>a X—>a

il 2) Si f(x)<v(x) et limv(x)=—o0, alors, lim f (x)=-o

X—a X—>a
@ * Démonstrations
@ 1) Pour o =+

A Tout intervalle [M ;+oo[, ot M est un réel, contient tous les u(x)pour x assez grand.

Or, au voisinage de a, f(x)=u(x).

N

@ Donc, pour x assez grand, tous les f (x)sont contenus dans]M ;+oo[.

@ Par définition, lim f (x) =+

X—>a

N 2) Pour a = -

N Tout intervalle]-oo;M[, ol M est un réel, contient tous les v(x)pour x assez grand.

N

@ Or, au voisinage de o, f (X) < V(X).
[ Donc, pour x assez grand, tous les f (x)sont contenus dans [-oo; M|

Il Par définition, lim f (x)=—oo

X—=>a

* Théoréme 2 : au voisinage de a,

= Si Iim|f(x)—£|£u(x) et limu(x)=0 Alors, lim f (x)=(.

@ * Théoréme 3 : (Théoreme des gendarmes) :
@ AU voisinage de o,
il Siu(x)< f(x)<v(x) et limu(x)=limv(x)=/, alors, lim f (x)=/(.

X—>a X—a X—a

@ * Démonstration : Soit o =+
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N Il existe A telle que pour x> A: u(x)< f(x)<v(x)

limu (X) = ( signifie qu il existe B telle que pour x> B u(x) e l,avec I, intervalle

X—a

contenant /.

limv(x) =1 signifie qu’il existe C telle que pour x>C:v(x)e l,avec I,intervalle

X—>a

contenant /.

u(x)< f(x)<v(x)

Prenons M le plus grand des nombres A,B,C. pour x>M ,on:asu(x)el,
el,

v(x)

Donc pour x>M ,ona f (x) e |l ou I est le plus petit des intervalles I, et I.

Alors par définition, lim f (x)=(.

X—>a

* Comptabilité avec I’ordre

L[} AN Al Al () A cally il () 4l Al

{1@f(x)=£

limg(x)={'

X—=>a

@ Au voisinage de a. : si f(x)<g(x) et

Alors, (< /('

@ 2.4 Continuité Définitions et théoremes

N *Si fest continueena: lim f(x)=lim f(x)=f(a).
il *Si f est dérivable en a1, alors f est continue en a.
@ = Si f est dérivable sur I, alors f est continue sur I.

I\l Remarque

@ La réciproque est fausse, une fonction continue n’est pas toujours dérivable

@ Démonstration

@ Toute fonction dérivable est continue
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f est dérivable en a signifie que, lim f)=f(a)_ f'(a)
@ X—a X—a

f(x)-f(a)

@ Soit g, la fonction definie sur un voisinage de a par : g (x) = avec X#a

Ll ona f(x)=g(x)x(x—a)+ f(a)

%Et limx-a=0 ; IXiLralg(x): f'(a)
il Donc Ixiigf(x): f(a)

@ Par définition, f est continue en a.

@ Cas particuliers

@ * Les fonctions polyndmes sont continues sur R.

@ * Les fonctions rationnelles sont continues sur chacun des intervalles du domaine de
@ définition.

@ * Les fonctions sinus et cosinus sont continues sur R

@ * Toute fonction construite par addition, multiplication ou composition de fonctions
@ continues est une fonction continue.

@ * La fonction racine carrée est définie sur [O;+oo[ et est dérivable sur ]0;+oo[ .
@ Selon le théoréme, cette fonction est continue sur ]O;+oo[.

@ Mais, sa limite en 0 est O donc elle est continue sur [0;+oo[.

comment interpréter graphiquement une limite

Exemple
Calculer les limites suivantes et donnez-en une interprétation graphique:

2
a) lim X+5-X
k=27 24X
A2
b) lm4)‘—+52
roo A+ 5) — X

4[4l
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A N 4x* +Ax+5
C) | X)+(4x+1) oU Flx)=—"T—"""2 .
) lim £()+(4x+1) 00 £(x)=-===
Solution

_ 2
a) Pour lim Al
k-2 2+ X

Ona lim x+5-x* =— (car le polyndbme x+5-x’est continue en -2).

X—>=2"

Et lim 2+x=0(carx <-2).

X—>-2"

Donc en appliquant les regles de quotient des limites ; on obtient :
X +5-x7
m ——— =

x>-2" 2 +X

Interprétation géométrigue :

¢ admet —o la droite d’équation x = —2. comme asymptote verticale.

—4x* +5

—+00

b) Pour (im 4
x50 — HEX
A2 .2
En utilise la regle du plus haut degreé ; on obtient : (im 4)(—%2 = lim 4); =4
X—>—0 —’\+5X—X X—>—o —)
Interprétation géométrigue :
¢ admet au voisinage de—oo la droite d’équation y = 4 comme asymptote
horizontale.
. 5 Ax* +9x+5
c) | X)+(4x ou £(x)=——-—=".
) Jim £ () + (4x1) 00 £(x) ===
pour calculer cette limite il suffit de trouver une expression simplifier de
2
lim £ () + (4x+1) = lim - FWEE L ari9)
X—>+0 X—>+0 X+2
2
On peut d’abord montrer que : £ (x)= _AX FAN+S —(4x+ 1)_ipar une
X+2 X+2

division
euclidienne de 4x* +ax +5 par x+2 ; on obtient :

2
) (2 1) == T2 = (1) (e ) -2 == et i -2 =0

X+2 X+2 X+2 Kot X 47

Donc : lim #(x)+(4x+1)=0.

Interprétation géométrigue :
¢ admet une asymptote oblique d'équation v =—(4x+1) au voisinage de-+o .
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@ Comment montrer que la courbe représentative d'une fonction f admet une asymptote E
@ verticale

Méthode
On choisit une valeur interdite aeIRde f (cad une valeur ou f n’est pas définie) et on
N calcule lim f (x) pour trouver +c OU —oo.

X—a

@ Dans la plus part des cas cette limite se calculera a droite et a gauche de a .
@ On conclut que la droite d'equation x =a est une asymptote verticale ac, .

Exemple
2
Soit la fonction f definie sur J-oo;4[w]4;+oo[ par : f(x)= é :XX_B
Montrer que f admet une une asymptote verticale dont on precisera une éequation.

Solution
Comme 4 annule le denominateur de f (x), on n’hésite pas : on calcule lim f{x)

Ona: limx*+x-6=14 etlim 4-x=0 . Donc lim f (x) =+ (celon si cette limite est a

X—4

4 () Al calfalf 4

droite ou a gauche de 4.

@ Interprétation géométrigue :

Des deux deniers résultats, on deduit que la droite d'equation x = 4 est asymptote
@ verticale a la courbe représentative de la fonction f .

Comment montrer gue la courbe représentative d'une fonction f admet une asymptote
Inl horizontale

Méthode
On calcule lim f(x) ou lim f(x) pour trouver un réel b.

X—>—00

On conclut alors que la droite équation y =b est une asymptote horizontale a C, au
voisinage de —o OU au voisinage de +oo.

Exemple
- 2 - -

Soit f:xwz;i( ;( définie sur IR.
+

Montrer que C, la courbe représentative de f, admet en —oune asymptote dont on
précisera une équation.
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4} () alfcalg 4l

@ Comment montrer que la courbe représentative d'une fonction f admet une asymptote
@ oblique

Méthode 2 (on nous demande d’étudier les branches infinies de la courbe de f aux
@ voisinage de o)
N On trouve lim f (x)=oo.

@ On calcule lim —~ ; on atrois cas possibles :

() Al Al 4 () Al (R afY 4l

@ Méthode 2 (on nous donne une droite et on nous demande de montrer que cette droite
est une asymptote a la courbe de f aux voisinage de o)
On trouve lim £ (x)=o0.

N

N
N
N
N
N

N Ny NI N N (NI N N N TN N N N TN N N N TN N

Solution

On montre que lim #(x)—y=00u lim £(x)—y=0avecy =ax+~

voisinage de +o OU au voisinage de —oo.

www.guessmaths.co E-mail : abdelaliguessouma@gmail.com

En utilise la régle du plus haut degré ; on obtient :

_X__E

2
fim )= Jim 20 = Jim o=

On peut donc conclure que C, admet une asymptote verticale en —od équation
1

=%

X—>to0

f(x)
f(x)

e lim——~=0 ; alors (Cf ) admet une branche parabolique de direction l’axe des

X—>to0 X

abscisses aux voisinage de +oo )

f
e lim ﬂ =+o0 ; alors (Cf ) admet une branche parabolique de direction [’axe des

X—>to0 X

ordonnées aux voisinage de +o )

(%) ) '
e lim ——=a=0; alors on calcule lim f(x)-ax; on adeux cas possibles :

X—>too X X—>to0

~ lim f (x)—ax =+ alors (& )admet une branche parabolique de

X—>too

direction la droite d’équation v = 2x aux voisinage de oo )
~ lim f(x)-ax=be R; alors (¢ )admet une asymptote oblique

X—>to0

d'équation y =ax+b aux voisinage de foo.

X—>Fo0

X—>—00

On conclut alors que la droite d'équation v = zx + & est asymptote oblique a & au
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Exemple

2 J—
Soit f la fonction définie sur TR — {1} par : £(x) = 2 —¥*5

X =1

a) Déterminer les réelsa ; betctelsque 7 (x)= ﬂX—Fk-l—% :
X_

b) En déduire que la courbe représentative £ de f admet une asymptote oblique dont
on précisera une équation.

Solution
a) Pour toutx=1,0na: ax + 4 + 2 =”7X(X—1)+k(x_1)+§
= 1 X —1
_ax> +(b-a)x+(c—b)
= —
a=2 g

En identifiant les deux expressions on obtient :< ¥ —a=—-6 = b =—4
c—b=5 7=
L . dou: -3
Donc f(x)_2x—4+m ;dou: f(x)-(2x-4)= iy

Et comme lim —— =0 ; alors lim f(x)—(2x-4)=0

x>t ¥ —1] X—>+00

On conclut que C, admet la droite(A) d’équation y=2x-4 comme asymptote oblique
au voisinage de +o .

www.guessmaths.co E-mail : abdelaliguessouma@gmail.com
whatsapp : 0604488896

N Ny NI N N (NI N N N TN N N N TN N N N TN N

[AlY () AN AN Al Al () AN AN Al Al AR () AN AN AN AN A Ay () AN alf calf Al Al il LA(f 4
PR R e EEEEEE PP R


http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

[l 4l 4 4[4 [4 4 [« [d [4 (4 (4[4 [« [« [4] [4 [« 4[4l 4 [4] (4[4 [4l [ 4[4 [d

E\

H

EP:ausw

X—¥0

BRANCHES INFINIES ET INTERPRETATIONS GEOMETRIQUES

X0

ﬁsﬁkaus

ﬁwﬁ>5A§é¥ugﬁ§\€|%§sQﬁ

-y

4

X

__BH.\C& ax] ﬁ-:.:ﬁ\ca ?Ll g

_J : abdelaliguessouma@gmail.com

NN (NI N N TN NN N N TN N N O TN N N N TN N

\ Y \%
A & v admet Aﬁ. v admet
I ! )
Aﬁ.\ v admet Aﬁ.x v admet M\M\W WaMNS\M Une branche Une branche MMMV :
! 1ol C ; s : . tole
Q:u. asymplote Q:m. asymptote Bkl de tag.g?wzm ﬁaxa.\._.eg.zm nwww@
horizontale oblique o de direction de direction verac.
d équation y=a D équation auectioniacroiie ! 'axe des ! 'axe des d’équation x=a
au =ax+b au LI ordonnées au abscisses au
> e qa\.. y=ax au $AE : ..n..b
voisinage de » voisinage de % 22 voisinage de voisinage de
(- voisinage de = A = \

whatsapp : 0604488896

N N N TNy NI N N N T N O N TN N N N TN N

4

4[4 [4 [d 4 [4 4 [ 4 [4 |4 [ 4 [ [4l (4 [4 4l [4] (4 |4l [ (4[4 4l [4] [4f .4

I

/


http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

N NI NIy N N TN N N N TN TN N O TN TN N N N TN N N

@ Nombre dérivé

Elmgf(a+hg—f(a)_g

Il f(a+h)=f(a)+lh+Le(h) avec limp(h)=0

Si ces propositions sont vraies, f est dérivable en a et € est le nombre dérivé de f en a not

N|
N f'(a).

Si f est derivable en a, la courbe C, admet au point A(a; f (a)) une tangente T dont le
coefficient directeur est f'(a).

L’équation de T est : y=f'(a)(x—a)+ f(a)

4[4l 4l 2} 4

Si la limite du taux d’accroissement entre a et a+h de f est +oo, alors f'n’est pas
dérivable. Il n’y a pas de tangente verticale en a.

Si les limites sont différentes a droite et a gauche, alors f n’est pas dérivable en a.
Il'y a un point anguleux en a.

@ Théoreme des valeurs intermédiaires

N Si f est continue sur[a;b], alors, pour tout réel k compris entre f (a)et f(b), il existe a
i moins un réel c appartenant a [a;b] tel que f(c)=k.

N| L équation f (x)=k admet au moins une solution dans [a;b]

i1 Complément de dérivation

@ Derivee d’une fonction composée

i1 Soit v une fonction dérivable sur un intervalle J et u une fonction dérivable sur un
@ intervalle I , tel que pour tout xe 1 on a u(x)e J.

@ La fonction veu est dérivable sur I et (Vxel) ; (vOu)'(x):(v’ou)(x)xu'(x)

Dérivée de la fonction x > J«(x)

Propriété :
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@ u est une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle I.

i1 Alors la fonction f définie sur | par # (x) = \Ju(x) est dérivable sur I etona :.

N
N
E 75!()() — a (X) E
SNEG il
Exemple :
N| N
N f(x)=\/%x2+4x—1 N
Onpose 7 (x) =+Ju(x)avec ulx)=2x" +4x -1 = u'(x)=Gx + 4 =
] Donc: f’()c):M N|
24Ju(x)
@ _ bx +4 - ok dazk E
Kl NCT Gl R I N Y N N
@ 4) Formules de dérivation sur les fonctions composées E
Fonction Ensemble de dérivation Dérivée
a'(x
u(x) p={xeR/[u(x)>0} () N
24 (x) =
u" avec ne 7’ Sin<0,u(x)#0 '
£ (ax+b) f dérivable af' (ax +b N
Fo5(%) f et g sont dérivables respectivement sur leurs 9 (x)xF' (9
J domaines de définition

Formules de dérivation des fonctions usuelles :

Fonction f Ensemble de Dérivee f ' Ensemble de
définition de f définition de f'
f(x)=a, aeR R f'(x)=0 R
f(x)=ax, aeR R f'(x)=a R
f(x)=x* R f'(x) = 2x R
Fx)=x - £1(x) = X"t R
n>1 entier
f(x):% R\ {0} f'(x)=—x—12 R\ {0}

[4(f Al 4Ny Ay () Ay ol afy a(call iafy A Al Al iaff af

N Ny NI N N (NI N N N TN N N N TN N N N TN N
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1
T0= R\ {0} . R\ {0}
n>1 entier X
f(x) = vx [O;+oo[ f'(x) = % :'O;+oo|:

Formules d'opération sur les fonctions dérivées :

u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I.

u+v est dérivable sur |

uv est dérivable sur |

ku est dérivable sur I, ou k est une constante (ku)'
(

N|
N
N
N
N
N
N
N
N
N
N

1 -, . , - .
= estdeérivable sur I, ou u ne s‘annule pas sur | (lj __S

u u u

u , . N . ' 1

— est dérivable sur I, ou v ne s'annule pas sur | (Ej =Y Yy
v Vv

4|

I\l Application & I'étude des variations d*une fonction

Théoreme :

Soit une fonction f définie et dérivable sur un intervalle I.

-Sif'(x) <0 , alors f est décroissante sur 1.
I\l - Si#'(x) >0, alors f est croissante sur .

@ Exemple :

Soit la fonction f définie sur R par: #(x)=x> —4x.

il Pour tout x réel, ona: £'(x)=2x - 4.

Résolvons I'inéquation #'(x) <0

F(x)S0=2x-4<0
SX<2

@ La fonction f est donc décroissante sur l'intervalle |—o0; 2] .

De méme, on montre que la fonction f est croissante sur I'intervalle[z; +oo[.

Derivee seconde d’une fonction

@ Soit f une fonction définie est dérivable sur un intervalle I telle que f'est dérivable sur |
@ On appelle dérivée seconde de f sur I la fonction dérivée de ' ; gu’on note . "

N
N

N Ny NI N N (NI N N N TN N N N TN N N N TN N
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Convexité et concavité — point d’inflexion

Une courbe de fonction est convexe sur un
intervalle | si elle est au-dessus de toutes
ses tangentes sur cet intervalle

Siona:f"(x)>0 (VxeI)
Alors la courbe de f est convexe sur |

N

Une courbe de fonction est concave sur un
intervalle | si elle est au-dessous de toutes
ses tangentes sur cet intervalle

Siona: £"(x)<0 (VxeI)
Alors la courbe de f est concave sur |

Un point Z'(x,;7(x,)) estun point

d’inflexion si la courbe change de
concavité en ce point

Si £"s’annule au point x, en changeant de

signe alors la courbe de f admet un point
d’inflexion d’abscisse x, .

Si #'s’annule au point x, sans changer de

signe alors la courbe de f admet un point
d’inflexion d’abscisse x, .

Concave

Point d'inflexion

Convexe
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