16 juin 2020

2SM Examen Normalisé 4 heures

Les exercices 1, 4 et 5 sont obligatoires
Un seulement des exercices 2 et 3 est obligatoire
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Exercicel: (3.5 pts)

1) On considére dans C léquation (E): z°—(5-i)z+8-i=0
a) Vérifier que le discriminant de ['équation (E) est (1-3i)’
b) Déterminer les solutions de 'équation (E)
Le p[an complexe est rapport a un repere orthonormé direct (O U ,\7)
On consideére les points A,B et C d’afﬁxes Vespectifs a=1,b=3-2ietc=2+i

et soit R la rotation de centre Aet d’ang[e %

2) Ecrire 'expression complexe de la rotation R

3) Déterminer 'affixe du point D image du point B par la rotation R, et
vérifier que C est le milieu du segment [AD]

4) On considére application f qui & tout point M (z) associe le point M'(z')tel
que: z'=—iz+1+i et soit K le milieu du segment[MM’]
a) Monter que les points A, B et K sont a[ignés.
b) Montrer que les droites (MM') et (AB) sont perpendiculaires.
c) Montrer que [’expression comp[exe de l’app[icaﬁon f oRest: z7=—z+2

d) Montrer que tout point de la droite d’équaﬂon x =1 est mvariant par

[’application foR

Exercice?2: (3,5 pts)

On considére dans R la loi de composition interne * déﬁnie par:

(V(x.y)eR?) x*y=xy-2x-2y+6
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0.75 1) Montrer que la loi * est commutative et associative.
0.5 2) Montrer que la loi * admet un élément neutre.
0.5 3) Déterminer ['ensemble des nombres réels qui sont Symétrisalo[es pour la loi *
0.5 4) Montrer que lintervalle | =12,+o0[ est une partie stable de(R,*)
L BN ) . . YA +* . _ l
5) On considere [apphca‘aon f dcfmte de R™ vers | par: f(x)= x +2
05 a) Montrer que f estun isomorphisme de(R“ , x) vers ( I *)
0.25 b) En déduire. que( I *) est un groupe commutat@f
05 c) Résoudre dans | [’équation: X#* X% ., %X =1026
10
Exercice 3: (3,5 pts)
Le nombre 101 est premier , on considére le nombre : A=101*"* —1
0.5 1) Vérifier que A est divisible par 2 et 5
2) Soit p un diviseur premier de A tel que p=7 etsoit a le plus petit entier naturel non
nul qui vérifie : 101* =1 [p]
0.5 a) Montrer que: a=1
0.5 b) Montrer que siun nombre n de N vérifie 101" =1 p] alors a divise n (on
powrra considérer la division euclidienne de n par a )
0.5 c) Montrer que: a=101
0.75 d) Montrer que: 101°*=1[p] puisque: p=1 [101]
075 3) Lenombre 409 est premier

Donner en foncﬁon de A les solutions dans 7 de [’équaﬁon : 409x— Ay =0

Exercice4 : (8 pts)

Partie 1 :

On considére la fonction f définie par: f (x)= 4 JIn(x)

X

et soit (C)sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, ]) (HTH = H]H =1cm)
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1) Montrer que le domaine de défmition de la fonction f est [1,+ o[

2) Calculer lim f (x) et interpréter géométriquement le résultat obtenu.

X—>+00

3) Etudier la dérivabilité de la fonction f & droite en 1 et interpréter
géométriquement le résultat obtenu.

4) Montrer que la fonction f est dérivable sur J1,+o0[ et que :
(VX e]L+oo[) f'(x) :#(1—2In(x))

xzm

5) Dresser le tableau de variations de la fonction f

4

J2e

7) Calculer en cm?® laire de la partie du plan limitée par la courbe (C), 'axe des

6) Tracer la courbe (C) (on prend: Je=16 et =17)

abscisses et les droites d’équaﬁons x=1 et x=e
Partie 2 :
Soit ne N* —{1}

On consideére la fonction f, définie sur [1,+ o[ par: f,(X) :g (In (x))n

1) Montrer que: lim f (x)=0

X—>+0

2) 0 Monter qe (v Jovl) 1 (9)=-4( 310 in o)

b) Dresser le tableau de variations de la fonction f,
¢) Montrer qu'il existe un seul réel a, de [1,¢[ tel que: f,(a,)=1
3) a) Vérifier que : (Vn eN’ —{1}) f..(a,)=4In(a,)
b) En déduire que la suite (a,)__, est croissante puis qu’elle est convergente.

c) Montre que: (vneN"—{1}) In(In(a,))= %(In (a,)—In(4)), puis en déduire la

limite de la suite(a, )zz

Exercice 5: (5pts)

On considére la fonction h définie par :




1) On considere la fonction u définie sur [0;1] par : () In(x) ’

05 Montrer que la fonction U est continue sur [0;1]

05 | 2) Montrer que la fonction h est définie sur [0;1]

05 | 3) a)Montrer que: (¥xe]0;1)(3c[0;x]) h(x)=u(c)

05 b) En déduire que la fonction h est continue  droite en zéro.

4) Pour tout x de[0;1[ , on pose : ¢(a)=azju(t)dt— xzju(t)dt
0 0

0.75 a) Enappliquant le théoréme de Rolle & la fonction ¢, montrer que :

h(x
(38 €]0:x]) ¥=2Iﬁﬂ

0.5 b) En déduire que la fonction hest dérivable & droite en zéro
05 5) a) Montrer que : (Vt S [%,1D %(t -1)<In(t)

0.5 b) En déduire la limite : lim h (x)

x—1
x<1

075 6) Montrer que la foncﬁon h est dérivable sur]0;1] et calculer h'(X) pour tout x de Jo:a]




